Aufgaben zum Tut am 13.02.2007

Thomas Pajor

13. Februar 2007

Aufgabe 1) [Wiederholung]

SeilL := {a’bFc | 4,k,0 > 0undk = [falls j = 1} mit X := {a, b, c}.

(a) Zeigen Sie, dask alle Bedingungen des Pumping Lemma erflllt.
(b) Zeigen Sie, dask trotzdem nicht regular ist.

Losung.

(a) Sein die Pumping Lemma Zahl. Betrachte alle Worterc L mit |w| > n. Es gibt nun
folgende drei Falle zu unterscheiden:

e w enthalt genau ein. Das Wort hat also die Formb*c*. Wahle als Zerlegung =
wvx Mitu = e undv = a. Esistalsquv| < n und|v| > 0 erfullt. Damit ist aber auch
fur jedesi € Ny das Wortuv'z = a’b*c* € L.

e w enthalt genau zweis. Wahle als Zerlegung = uvx mitu = e undv = aa. Damit
ist auchuv'z € L fur allei € Ny.

e w enthalt keine oder mehr al as. Wahle als Zerlegung = uvx wiederu = ¢ und
v = w; wobeiw; der erste Buchstabe vanist. Istw; = a, so gilt |w|, > 2 und
es gilt fur allei € Ny dass|uv'z|, > 1 und somit istuv’z € L fir allei € Ny. Ist
wy # a, SO istw; = b oderw; = ¢ und damit auf triviale Weisew'z € L fiir alle
1 € Np.

L erfullt also die Bedingungen des Pumping Lemmas.

(b) Wir zeigenindex(Ry,) = oo, wobei Ry, die Nerode Relation vor bezuglich¥* ist. Dann
folgt mit dem Satz von Nerode, dassnicht regular ist.



Betrachte fiir beliebiges > 0 folgendeAquivalenzklassemd;, := [ab" ¢, also

[ab" "]~ := {a, abe, abbce, abbbeee, . . . }
[ab™ e . := {ab, abbc, abbbec, . . .}
[ab™ 2], := {abb, abbbc, abbbbee, abbbbbecc, . . . }

Jede dieser Klassen enthalt nur aquivalente Worten @smyilt fur zwei Wortero,, wo €
Ay

wz el & 2= = weoz € L

AuRerdem fallen keine zwei paarweise verschiedenen Kias$seind A, zusammen, da fur
zwei beliebige Wortety, € A, undwy € A; gilt

l#k
wizel & z=cF é z#cl & wyz ¢ L

= ¥* zerfallt UberR;, in unendlich vieleAquivalenzklassen und damit folgt mit dem Satz
von Nerode dasé nicht regular ist.

Aufgabe 2. [Wiederholung]

Zeigen Sie: Das Halteproblem isfP—hart. Warum ist es nicht/P—vollstandig?

LGsung.

Wir reduzieren 3SAT auf das Halteproblem. 1

Sei M eine Turingmaschine, die als Eingabe eine 3SAT Insfanz (C, P := {P,...,P,})
erhalt wobeiC' eine Menge von Klauseln Gibét ist. M arbeite wie folgt:

(1) Schreibe einen Bitvektak der Lange|P| auf das Band und initialisiere ihn mit lauter
Nullen. M behandle den BitvektoK wie folgt: An deri—ten Stelle vonX steht genau
dann einel, wennP; als wahr interpretiert wird.

(2) Prife obX eine erfullende Variablenbelgung filiist. Falls ja: stoppe. Sonst Uiberschreibe
X durch seinen lexikographischen Nachfolger und prifewdrne

(3) FallsX = (1,...,1) gehe in eine Endlossschleife (Beispielsweise indem def Kop
endlich lange nach Rechts gefahren wird).

Betrachte nun eine 3SAT Instanz := (C, P). Wir konstruieren dazu eine Instadz :=
((7),w) des Halteproblems wie folgt:



o (T):=(M)
e w ist die Menge der Klauseln sowie die aussagenlogischeraban in einer geeigneten
Kodierung.

Die Transformation ist offensichtlich polynomiell.

Nach Konstruktion vonM halt die Turingmaschine, wenn die als Eingabe tberge3&#er
Instanz eine erfullende Belegung hat, denn es werden intS¢2) alle moglichen Variablen-
belegungen fuP Uberprift. Hatl keine erfullende Belegung so gel in Schritt B) in eine
Endlosschleife, und terminiert nicht. Wir konnten alsageei dass das HalteproblelP-hart
ist. O

Das Halteproblem ist jedoch nichf P—vollstandig, da dafiir zusatzlich verlangt wird, dassne
NP liegt. Dies ist aber nicht gegeben, da das Halteproblent eictscheidbar ist. Dies ist also
ein Beispiel fur ein\VP-hartes Problem, das ah@cht A/P—vollstandig ist.

Aufgabe 3. [Wiederholung]

Betrachten Sie das Problenu SGRAPHENISOMORPHIE
Gegeben: Zwei GrapherG; := (V1, Ey) und Gy := (Va, Eo) mit [Va| < |V4].

Frage: Gibt es eine Meng& C Vi mit |U| = |V2| und einen IsomorphismuB : U — V5, also
eine bijektive Abbildung so, dass gilt

{r,y} e By & {®(x),P(y)} € Es Ve,y e U

Also ist G5 isomorph zu einem Teilgraph var,? Ein Beispiel ist in Abbildung) gegeben.

Zeigen Sie: 8BGRAPHENISOMORPHIEist NP-vollstandig.
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Abbildung 1: Beispiel fur eine erfullbare Instanz vonuUSBGRAPHENISOMORPHIE Der GraphGy
(rechts) ist isomorph zu der griinen Menge an Knotefiin



LGsung.

Um zu zeigen dass@GRAPHENISOMORPHIEN P-vollstandig ist, zeigen wir zunachst, dass
eine geratene Losung in polynomieller Zeit daraufhinrphigt werden kann, ob sie eine gltige
Losung ist. Und im zweiten Schritt reduzieren wir ein bakas N P-vollstandiges Problem auf
SUBGRAPHENISOMORPHIE Wir werden dafiir CIQUE benutzen.

1. SUBGRAPHENISOMORPHIE € NP

Seialso(U C Vi, ®) eine geratene Losung. Folgender Algorithmus in Pseudodbdrpriift ob
U eine glltige Losung ist:

Algorithmus 1 : VERIFIZIERE(U, ®)

Eingabe: Eine geratene Losund/, ®)
Ausgabe: Ob ® ein gultiger Isomorphismu$ : U — V5 ist

1 furalle z € U tue

2 fur alle y € U tue

3 wenn{z,y} € Ey und {®(z), ®(y)} ¢ E, dann
4 | retun ,neint*

5 wenn{z,y} ¢ Ey und {®(z), ®(y)} € E; dann
6 | retun ,neint*

7 return ,ja!

Da wir nur zwei Schleifen Ubet/ durchlaufen und bei jedem Durchlauf Uberpriifen miissen
ob eine Kante in&; bzw. E5 enthalten ist, ist der Aufwand i®(|V1|?|Ey||Ez|), und somit
polynomiell zur Eingabelange.

Damit kann eine geratene Losung VODESBRAPHENISOMORPHIEIN polynomieller Zeit verifi-
ziert werden und es folgt GRAPHENISOMORPHIEE N P.

2. SUBGRAPHENISOMORPHIE ist NP-schwer

Wir zeigen Q.IQUE <,, SUBGRAPHENISOMORPHIE Wir miissen also eine Abbildunfyange-
ben, die jede Instanz = (V, E, K) von CLIQUE in eine InstanZ’ = (G; := (V4, F1),Gy ==
(Va,V4)) von SUBGRAPHENISOMORPHIEtransformiert. Firf muss gezeigt werden, dagsn
polynomieller Zeit berechnet werden kann, und auRerdens pemeigt werden dass gilt

I enthalt eine Losung <  f(I) = I’ enthalt eine Losung



Sei also! := (G := (V,E), K) eine beliebige Instanz vonL@QUE. Konstruiere dazu eine
Instanz!’ := (G := (V4, E1), Gy := (Va, V3)) von Subgraphenisomorphie wie folgt:

o V1=V

e 1 =F

o V5 :={1,...,K} (Gs soll also genaus Knoten haben)

o Fy:={{a,b}|a,be Vaa # b} (G2 soll vollstandig verbunden sein)

Die Konstruktion ist mit polynomiellem Zeitaufwand méghi, da mit|V |y =: n gilt |Es| =
n\y _ n’-n O 2\1
(3) = 5" € O(n?)h

Nun bleibt noch zu zeigen, dagsgenau dann eine Losung enthalt wenn afich) = I’ eine
Losung enthalt.

= Seil eine Instanz von OQUE, die eine Losung enthalt. Das heil3t alsaGn= (V, E)
gibt es eine Clique der GroRRE. SeiU := {uq,...,ux} die Menge der Knoten, die
die Clique bilden. Dann isfl/| = K und der durchU induzierte Teilgraph vortz ein
vollstandiger Graph mik” Knoten. Da nach Konstruktion voH der GraphGs ebenfalls
ein vollstandiger Graph mik( Knoten ist, istGG, isomorph zu dem durcl induzierten
Teilgraph inG.

= Die Instanzl’ enthalt ebenfalls eine Losung.

«: Seil’ eine aud (nach obigem Verfahren) hervorgegangene Instanz WBGRAPHEN-
SOMORPHIE AuBerdem habé’ eine Losung. Das hei3t der Graph kommt als Teil-
graph inGy vor. SeiU die Losungsmenge der ausgewahlten Knoten@gnDann hatte
aber auchl eine Losung, da nach Konstruktigh = (G, gilt, und U damit auch inG
enthalten ist. Wegefl/| = K, enthaltG eine Clique der GroR&.

= SUBGRAPHENISOMORPHIEist A"P-schwer.

Mit SUBGRAPHENISOMORPHIEE NP folgt die N'P-Vollstandigkeit. O

YIn einem volistandigen einfachen Gragh= (V, E) giltimmer |E| = ('}!), denn der Binomialkoeffizien(?)
beschreibt ja gerade die Anzahtelementiger Teilmengen aus einerelementigen Menge. In unserem Fall fur
k = 2 sind das gerade die Kanten zwischen den Knoten, da wir eineeiurch eine zweielementige Teilmenge
vonV beschreiben.



