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Aufgabe 1.

Konstruieren Sie eine (deterministische) Turingmaschtelie zu einer auf dem Band stehen-
den Binarzahkw € {0,1}* (binar) eins addiert. Dabei sei die Eingabefrei von fuhrenden
Nullen.

LOsung

Die in Abbildung () dargestellte Turingmaschine leistet das Gewuinschte.

Funktionsweise: Die Turingmaschine liest die erstaund geht in den Zustangd . Hier fahrt sie
mit dem Kopf bis ans Ende des Wortes. Im Zustapdeht sie das Wort nun riickwarts ab und
ersetzt jedé durch eind). Wird irgendwann einé gelesen so fahrt sie den Kopf bis ans Anfang
des Wortes (vigs) und halt inf. Wird keine0, sondern einJ gelesen, so wird dieses durch eine
1 ersetzt und die TM halt ebenfalls jh

Die Zustandey, undg; dienen der Sonderbehandlung fiir= 0.

Aufgabe 2.
SeiG := (V,%, P, S) eine kontextfreie Grammatik und seien induktiv die folgemdvengen
definiert:

X()::E
Xp1 =X, U{A|AeV,Iz2e X A— 2}



Abbildung 1: Turingmaschine die binar1 addiert.

(a) Zeigen SieX; C X, fur allei und es gibt eirk € N mit X;, = X, und falls X, =
Xk SoistauchXy = X, furaller € N.

(b) ZujedemA € V sei
LA ={z|z€X* A2}
Zeigen Sie, dast(A) # () genau dann, wenn es eine N gibt, mit A € X,,.

(c) Die Definition derX; lassen sich als Verfahren benutzen um zu prifen ob die deingh
kontextfreie Grammatikz erzeugte Sprache leer ist. Geben Sie den worst—case Aufwand
asymptotisch inO Kalkul an.

L6sung.

(a) X; C X4, folgt unmittelbar aus der Definition. D& | < oo kann es keine unendlicleeht
aufsteigende Kette geben, somit existiert/eis N mit X = Xj1.
Dass nunX; = X, fur aller € N gilt, beweisen wir durch vollstandige Induktion tber
IA: r = 1: Dies ist die Voraussetzung.

IV: Die Behauptung gelte fur ein beliebiges aber festes
IS: r ~» r + 1: Wir rechnen nach:

Xitr41 = Xpr U{A| A€V undesgibk € X, mitA— z}

ﬁXkU{A|AeVundesgibtzeX;gmitAHz}
= Xky1



(b) Wir zeigen die Behauptung in zwei Schritten.

,<"1 Wir zeigen A € X,, = L(A) # () durch Induktion Gibern:

IA:

V:
IS:

n = 1. SeiA € Xy, dann gibt es nach Definition einc X; = X* mit A = z,
somitistz € L(A) undL(A) # 0.

Die Behauptung gelte fur ein festes

n~»n+1.Seid € X, 11, dannistA € X,, oder es gibtein € X! mit A = 2.
IstA € X,,, sofolgtL(A) # 0 aus der IV.

Im anderen Fall betrachten wir jede Varialffedie in z enthalten ist. Weit € X
ist, istauchB € X;. Aus der IV folgt nunL(B) # (), also insbesondere existiert
einzp wobei B = zp mit zp € ¥*. Also existiert eine Kette von Ableitungen

A= 22 2y z4 €XF

und somit istL(A) # 0.

,="1 Sei L(A) # (), also gibt es ein Wort € ¥* mit A = 7, also eine Ableitungskette der
Form

A=z, = 2zp1=>...=> 2= 2

Wir zeigen jetzt durch Induktion Ubérdass fur jede Variabl& < V gilt: Kommt B
in z; vor, dann giltB € X, alsoz; € X .

IA:
1V:
IS:

Furi=0istz) = z € ¥* = X|.

Behauptung gelte fur festes

7~ 1+ 1.

Sei B also inz; ;1. Der Ableitungsschritt; 1 = z; wird durch eine Produktion

7 = R erzeugt. Dann gilt;, 1 = uZv und z; = uRv. Ist B auch inz;, so folgt
die Behauptung mit der IV.

Sei nunB nicht in z;, dann wurdeB durch die Produktior¥ = R geldscht, also
gilt Z = B und nach Konstruktion voX;, 1 ist B € X, 1.

Also folgt ausL(A) # 0, dass eim € N existiert mitA € X,.

(c) Sei|lV|=

O

: k, dann endet nach Aufgabe (a) das Verfahren spatestenioastruktion von

Xi. Im schlimmsten Fall muss man in jedem Schritt jede Produktesten, also ist der
Aufwand des Verfahrens i@ (|P| - |V]).



