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Aufgabe 1.

SeiG := (V,%, P, S) eine kontextfreie Grammatik und seien induktiv die folgemdvengen
definiert:

X()Z:E
Xnt1=XpU{A|AeV, Tz X} A— 2z}

(a) Zeigen SieX; C X, fur allei und es gibt eirk € N mit X;, = X1 und falls X, =
Xj+1 soistauchXy = Xy, furaller € N.
(b) ZujedemA € V sei
LA ={z|zeX*" AS 2}
Zeigen Sie, dast(A) # () genau dann, wenn es eine N gibt, mit A € X,,.

(c) Die Definition derX; lassen sich als Verfahren benutzen um zu prifen ob die dringh
kontextfreie Grammatiks erzeugte Sprache leer ist. Geben Sie den worst—case Aufwand
asymptotisch inO Kalkil an.

LAsung.

(a) X; C X4, folgt unmittelbar aus der Definition. D& | < oo kann es keine unendlicleeht
aufsteigende Kette geben, somit existiert/eis N mit X = Xj1.

Dass nunX; = X, fur aller € N gilt, beweisen wir durch vollstandige Induktion tber

IA: r = 1: Dies ist die Voraussetzung.



IV: Die Behauptung gelte fur ein beliebiges aber festes
IS: r ~» r + 1: Wir rechnen nach:

Xjpr41 = Xpr U{A| A€ Vundes gibk € X, mit A — z}

Y X, U{A| A€ Vundesgibt € X; mit A — z}
= Xkp1

(b) Wir zeigen die Behauptung in zwei Schritten.

.<"1 Wir zeigen A € X,, = L(A) # 0 durch Induktion Uben:
IA: n = 1. SeiA € Xy, dann gibt es nach Definition einc X; = ¥* mit A = z,
somitistz € L(A) undL(A) # 0.
IV: Die Behauptung gelte fur ein festes

IS: n ~» n+ 1. Seid € X4, dann ist istA € X,, oder es gibt eirr € X mit
A=z

Ist A € X,,, sofolgtL(A) # 0 aus der IV.

Im anderen Fall betrachten wir jede Varialifedie in z enthalten ist. Weit € X
ist, istauchB € X;. Aus der IV folgt nunL(B) # (), also insbesondere existiert
einzp wobei B = zp mit zp € ¥*. Also existiert eine Kette von Ableitungen

A= 22 2y zp4 €XF

und somit istL(A) # 0.

,="1 SeiL(A) # (), also gibt es ein Wort € ¥* mit A = 7, also eine Ableitungskette der
Form

A=z, =2, 1= ...=> 20:= 2

Wir zeigen jetzt durch Induktion Ubérdass fur jede Variabl& < V gilt: Kommt B
in z; vor, dann giltB € X, alsoz; € X.
IA: Firi=0istzy =z € ¥* = X§.
IV: Behauptung gelte fur festes
IS: n~n+1.
Sei B also inz; ;1. Der Ableitungsschritt; 1 = z; wird durch eine Produktion

Z = R erzeugt. Dann gilt; 11 = uZv und z; = wRv. Ist B auch inz;, so folgt
die Behauptung mit der IV.

Sei nunB nicht in z;, dann wurdeB durch die Produktior¥ = R geldscht, also
gilt Z = B und nach Konstruktion voX; 1 ist B € X, 1.

Also folgt ausL(A) # (), dass eim € N existiert mitA € X,,.



O

(c) Sei|V|=:k, dann endet nach Aufgabe (a) das Verfahren spatestensonastruktion von
Xi. Im schlimmsten Fall muss man in jedem Schritt jede Produktesten, also ist der
Aufwand des Verfahrens i@(|P| - |V]).



