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Aufgabe 1.

SeiG := (V,Σ, P, S) eine kontextfreie Grammatik und seien induktiv die folgenden Mengen
definiert:

X0 := Σ

Xn+1 := Xn ∪ {A | A ∈ V,∃z ∈ X∗

n : A → z}

(a) Zeigen Sie:Xi ⊆ Xi+1 für alle i und es gibt eink ∈ N mit Xk = Xk+1 und fallsXk =
Xk+1 so ist auchXk = Xk+r für alle r ∈ N.

(b) Zu jedemA ∈ V sei

L(A) = {z | z ∈ Σ∗, A
∗

⇒ z}

Zeigen Sie, dassL(A) 6= ∅ genau dann, wenn es einn ∈ N gibt, mit A ∈ Xn.

(c) Die Definition derXi lassen sich als Verfahren benutzen um zu prüfen ob die durcheine
kontextfreie GrammatikG erzeugte Sprache leer ist. Geben Sie den worst–case Aufwand
asymptotisch imO Kalkül an.

Lösung.

(a) Xi ⊆ Xi+1 folgt unmittelbar aus der Definition. Da|V | < ∞ kann es keine unendlicheecht
aufsteigende Kette geben, somit existiert eink ∈ N mit Xk = Xk+1.

Dass nunXk = Xk+r für alle r ∈ N gilt, beweisen wir durch vollständige Induktion überr.

IA: r = 1: Dies ist die Voraussetzung.
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IV: Die Behauptung gelte für ein beliebiges aber festesr.

IS: r r + 1: Wir rechnen nach:

Xk+r+1 = Xk+r ∪ {A | A ∈ V und es gibtz ∈ X∗

k+r mit A → z}

IV
= Xk ∪ {A | A ∈ V und es gibtz ∈ X∗

k mit A → z}

= Xk+1

= Xk

(b) Wir zeigen die Behauptung in zwei Schritten.

”
⇐“: Wir zeigenA ∈ Xn ⇒ L(A) 6= ∅ durch Induktion übern:

IA: n = 1. SeiA ∈ X1, dann gibt es nach Definition einz ∈ X∗

0 = Σ∗ mit A ⇒ z,
somit istz ∈ L(A) undL(A) 6= ∅.

IV: Die Behauptung gelte für ein festesn.

IS: n  n + 1. SeiA ∈ Xn+1, dann ist istA ∈ Xn oder es gibt einz ∈ X∗

n mit
A ⇒ z.
Ist A ∈ Xn, so folgtL(A) 6= 0 aus der IV.
Im anderen Fall betrachten wir jede VariableB die inz enthalten ist. Weilz ∈ X∗

n

ist, ist auchB ∈ X∗

n. Aus der IV folgt nunL(B) 6= ∅, also insbesondere existiert
einzB wobeiB ⇒ zB mit zB ∈ Σ∗. Also existiert eine Kette von Ableitungen

A ⇒ z
∗

⇒ zA zA ∈ Σ∗

und somit istL(A) 6= ∅.

”
⇒“: Sei L(A) 6= ∅, also gibt es ein Wortz ∈ Σ∗ mit A

∗

⇒ z, also eine Ableitungskette der
Form

A =: zn ⇒ zn−1 ⇒ . . . ⇒ z0 := z

Wir zeigen jetzt durch Induktion überi dass für jede VariableB ∈ V gilt: Kommt B

in zi vor, dann giltB ∈ Xi, alsozi ∈ X∗

i
.

IA: Für i = 0 ist z0 = z ∈ Σ∗ = X∗

0 .

IV: Behauptung gelte für festesn.

IS: n n + 1.
SeiB also inzi+1. Der Ableitungsschrittzi+1 ⇒ zi wird durch eine Produktion
Z ⇒ R erzeugt. Dann giltzi+1 = uZv undzi = uRv. Ist B auch inzi, so folgt
die Behauptung mit der IV.
Sei nunB nicht in zi, dann wurdeB durch die ProduktionZ ⇒ R gelöscht, also
gilt Z = B und nach Konstruktion vonXi+1 ist B ∈ Xi+1.

Also folgt ausL(A) 6= ∅, dass einn ∈ N existiert mitA ∈ Xn.
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(c) Sei|V | =: k, dann endet nach Aufgabe (a) das Verfahren spätestens nachKonstruktion von
Xk. Im schlimmsten Fall muss man in jedem Schritt jede Produktion testen, also ist der
Aufwand des Verfahrens inO(|P | · |V |).
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