Aufgaben zum Tut am 7.11.2006

Thomas Pajor

7. November 2006

Aufgabe 1.

SeiG = (V, X, P, S) eine Grammatik mit := {a,b,c}, V := {S, A} und

P:={S— AA, A— AAA|abA|aAb|bAa|baA/|c}

(a) Geben Sie den (maximalen) Chomsky—Typ der Gramndatk.

(b) Bestimmen Sie alle Worter valx(G), die sich mit vier oder weniger Ableitungen erzeugen
lassen.

(c) Istdas Wortw = acbbca in L(G) enthalten? Falls ja, bestimmen Sie einen Syntaxbaum. Ist
er eindeutig?

Losung.

(a) G istoffensichtlich nicht vom Typ CH-3, denn die Regel~ AA € P entspricht nicht den
Einschrankungen fir eine Typ 3 Grammatik. Allerdingd fiil alle Produktionerd — r €
P,dasd € V undr € (X U V)*. Die Grammatik entspricht also den Einschrankungen des
Typs 2.

(b) Wir betrachten sukzessive die Mengen erzeugbareraiamt: = 1,...,4 Ableitungs-
schritten. Sie seien mit/; bezeichnet.

e Mit nur einer Ableitung lasst sich kein Wort erzeugen, déhr> AA ist die einzige
Produktion, die aus dem Startsymbol hervorgeht. Es gitt &l = (.

e Mit zwei Ableitungen lasst sich ebenfalls nichts erzeuggmit istM, = ().

e Die einzigen Ableitungsketten der Lange drei, die Woags>* erzeugen sind =
AA = cA = ccbzw. S = AA = Ac = cc. Alsoist M3 = {cc}.



e Wir betrachten nun die Worter, die durch Anwedung von vidleftungen erzeugt
werden kdnnen.
Es sind mindestens zwei Ableitungen notig, um das Symibiol ein Wort aus)M,, :=
{abc, cab, bea, bac} zu Uberfihren. D&’ nur in AA Uberfuhrt werden kann, ist die
einzige Moglichkeit mit vier Ableitungen ein Wort zu erzmn, dadJberfithren des
einenAs in ein Wort ausM,, und dasUberfithren des anderets in einc. Die Ab-
leitungsregelA — AAA brauchen wir garnicht zu betrachten, da hier mindeséens
Schritte ndtig waren um ein Terminal-Wort zu erzeugen:. Mynnen also festhalten,
dassMy = M, - {c} U{c} - M,.

Es folgt, dass die Meng&! der Worter, die sich durch mindestens vier Ableitungereerz
gen lassen die folgende ist

4
M=]JM
i=1

=0 U DU {ec} U{abee, cabe, beace, bace, cabe, ceab, cbea, cbac}

= {cc, abee, cabe, beace, bace, cabe, ccab, chea, chac}

(c) Das Wortw = acbbea ist in L(G) enthalten. Der Syntaxbaum aus Abbildubdlustriert,
wie sich das Wort au§ ableiten lasst.

Abbildung 1: Syntaxbaum fur das Woticbbca

Der Baum ist auBerdem eindeutig, denn die einzige Mogdithkzu produzieren, ist durch
direkte Ableitung von einemi. Um die Zeichenkettecbh bzw. beca zu produzieren, muss
diese zwangslaufig ausAb bzw. b Aa abgeleitet worden sein. Die einzige Moglichkeit diese
wiederrum zu produzieren ist aus dem Wér, was ausS abgeleitet wird. Der Baum muss
also eindeutig sein.



Aufgabe 2.

Gegeben sei folgende Grammatik:= ({S},{a, b}, P, S) mit

P :={S — aSa, Q)
S — bSb, )
S — aa, )
S — bb} 4)

(a) Bestimmen Sie den (maximalen) Chomsky—Typ der Grankniati

(b) Bestimmen Sie die durafi erzeugte Sprachge(G) und beweisen Sie ihre Behauptung.

LGsung.

(@) Gleich wegen der ersten Ableitungsregel kann die Graikmacht vom Typ CH-3 sein.
Da es aber keine Ableitungsregel gibt, die im WiderpsruclCH4+2 steht, istG vom Typ
CH-2.

(b) Behauptung: Die durch¥ erzeugte Sprache igt = {ww® | w € ¥*}, also die Sprache
aller Palindrome gerader Lange uberWir beweisenl = L(G) in zwei Schritten:

1. L C L(G):
Wir fihren Induktion Gber die Wortlange der Worteriin Das kirzeste Wort i, hat
offensichtlich Lange, also

IA: Seiw € L mit [w| = 2. Dann istw = aa oderw = bb. Diese werden durchr
erzeugt in dem man beginnend vom Startsymbalie dritte oder vierte Ablei-
tungsregel anwendet.

IV: Die Behauptung gelte fir ein beliebigegn gerade).

IS: n~n+ 2:

Seiw € L mit |[w| = n 4 2. Dann lasst siclw schreiben al&y = zvz mitv € L
undx € X.

Da|v| = nist nach IVv € L(G), es existiert also eine Folge von Produktionen
mit S = v. Je nachz fiigen wir nun die erste bzw. zweite Produktion an den
Anfang der Ableitungskette an, und erhalten sofits- xS« = zoxr = w,
worausw € L(G) folgt.

2. L(G) C L:

Wir fuhren Induktion Uber die Anzahl der Ableitungsregeln, die Wortes mit w €
¥* erzeugeh.

! Unfertige* Ableitungsfolgen, bei denen das Wort noch Vlaléa enthalt, wollen wir auRRer acht lassen.



IA: Sein = 1, es kommen also nur die Ableitungsfolgén— aa bzw. .S — bb in
Frage. Sowohta alsauchbb sind in L enthalten.

IV: Die Behauptung gelte fur ein beliebiges
IS: n~n+1:
Betrachte die Folge von Ableitungsregedn= Sz = zvz =: w. Nach Induk-

tionsvoraussetzung iste L, dav nachn Ableitungen produziert wird. Dann ist
aber auchrvz € L.

= L = L(G). O



