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Das Triangulieren eines Graphen ist eine Grundoperation, die von vielen Algo-
rithmen, die auf planaren Graphen operieren, benötigt wird. Der hier vorgestellte
Algorithmus trianguliert einen Graphen mitn Knoten inO(n) Zeit durch geeigne-
tes Einfügen von Kanten.

Definitionen

SeiG = (V,E) ein einfacher, planarer und zusammenhängender Graph ohneMultikanten und
Schlingen. Der triangulierte GraphG′ zu G entsteht durch sukzessives Einfügen von Kanten,
ohne dabei die Planaritätseigenschaft des Graphen zu verletzen. Am Ende ist jede Facette vonG′

ein Dreieck, und es gilt für die Anzahl der Knotenn und Kantenm die Beziehungm = 3n− 6.

Seiv ein Knoten inG unde = (v, u) eine zuv inzidente Kante. Wir bezeichnen mitΘ(e) die
gegen den Uhrzeigersinn nächste inzidente Kante anv, und nennen sie dieNachfolgekantevon
e anv. Mit Θ−1(e) bezeichnen wir dieVorgängerkantevon e anv. Sie ist also die im Uhrzei-
gersinn nächste Kante anv. Außerdem definieren wir mitΘ∗(e) die gegen den Uhrzeigersinn
nächste Kante am Knotenu. Siehe auch Abbildung1 zur Verdeutlichung.

Der Algorithmus

Die grundlegende Idee des Algorithmus besteht darin, sukzessive jede Kantee des Graphen
zu betrachten, und gegebenfalls Kanten so einzufügen, dass nach Betrachtung der Kantee die
Facette rechts vone ein Dreieck ist. Dazu untersuchen wir die Kantene,Θ−1(e),Θ∗(e) und
Θ∗(Θ∗(e)) und unterscheiden drei Fälle je nach Konfiguration der Kanten. Wir definieren uns
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Abbildung 1: Definitionen vonΘ(e), Θ−1(e) undΘ∗(e).

dazu:

e := (v, u)

e′ := (u, u′) = Θ∗(e)

e′′ := (u′, u′′) = Θ∗(e′) = Θ∗(Θ∗(e))

e− := (v, u′′′) = Θ−1(e)

Für die Abbildungen im Folgenden soll gelten: Gestrichelte dünne Kanten deuten an, dass in
der (kombinatorischen) Einbettung des Graphen an dieser Stelle weitere ausgehende Kanten
existieren könnten. Die dicke gestrichelte Kante ist jeweils die einzufügende Kante. Ist der Graph
ungerichtet, so orientieren wir die Kanten automatisch beim Betrachten des Knotensv und einer
zu v inzidenten Kantee auf die Weise, wie in den Abbildungen dargestellt.

Fall I

Betrachte Abbildung2.

Der Knotenu ist nur zurv adjazent (Es gilt alsoe = e′). Damit folgt, dassu′ = v gilt, und es
genügt eine neue Kante zwischenu undu′′′ einzufügen. Diese kann kreuzungsfrei eingebettet
werden, und es entsteht auch keine Mehrfachkante, dau nur zuv adjazent ist.

Fall II

Angenommenu ist zu mindestens einem weiteren Knoten adjazent. Es existiert also eine Kante
e′ die nicht mite zusammenfällt. Ist nun jedochu′′ = v, so bilden die Kantene, e′ und e′′ ein
Dreieck, und wir brauchen keine Kante einzufügen.

Nehmen wir also an, es giltv 6= u′ undv 6= u′′. Betrachte dazu auch Abbildung3.
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Abbildung 2: Fall I
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Abbildung 3: Fall II

Es genügt nun eine Kante zwischenv undu′ einzufügen, so dassΘ(v, u′) = e− undΘ(u′, v) =
e′. Dann bilden die Kantene, e′ zusammen mit der eingefügten Kante das gesuchte Dreieck.

Es ist aber möglich, dass eine Kante zwischenv undu′ bereits existiert, nämlich dadurch, dass
sie die Facette links vone begrenzt. Dann würde durch Einfügen einer weiteren Kantezwischen
v undu′ eine Mehrfachkante entstehen. Dazu untersuchen wir Fall III.
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Abbildung 4: Fall III

Fall III

Sei also wiederv 6= u′ und v 6= u′′, aber die Kante(v, u′) sei bereits wie in Abbildung4 im
Graphen enthalten, das heißt sie begrenzt die vone aus linke Facette.

Ist u′ 6= u′′′, das heißte− 6= (v, u′), so können wir eine Kante zwischenu und u′′′ einfügen,
und erhalten so das gesuchte Dreieck. Problematisch ist derFall, der in Abbildung4bdargestellt
ist, nämlich dass die Kante zwischenv und u′ gerade die Kantee− ist. Damit fallenu′ und
u′′′ zusammen, und das Einfügen einer Kante zwischenu und u′′′ würde eine Mehrfachkante
induzieren.

Da u 6= u′′ gilt, können wir eine Kante zwischenu undu′′ einfügen, ohne eine Mehrfachkante
zu erzeugen. Damit wir rechts vone schließlich ein Dreieck erhalten, fügen wir eine weitere
Kante zwischenv undu′′ ein.

Damit haben wir alle Möglichkeiten betrachtet, wie die Kantene, e′,′′ unde− zueinander liegen
können. Der Gesamtalgorithmus iteriert nun über alle Knoten und für jeden der betrachteten
Knoten werden die inzidenten Kanten im Uhrzeigersinn abgearbeitet. Algorithmus1 zeigt eine
Implementierung in Pseudo-Code. Eine Bemerkung zur Notation: Ist v ein Knoten unde =
(v, u) eine zuv inzidente Kante, so bezeichnee die Rückwärtskante(u, v).

Korrektheit: Da in jedem Schritt des Algorithmus höchstens eine zuv inzidente Kante ein-
gefügt wird, und diese Kante immer rechts vone eingefügt wird, folgt, dass jede Kante des
Graphen genau einmal betrachtet wird. Da nach jedem Einfügeschritt die Facette rechts der be-
trachteten Kantee ein Dreieck bildet, gilt nach Abarbeitung eines Knotensv, dass jede zuv
inzidente Facette ein Dreieck bildet. Da wir alle Knoten sukzessive bearbeiten, ist am Ende jede
Facette ein Dreieck, und da wir alle neuen Kanten kreuzungsfrei eingebettet haben ohne dabei
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Mehrfachkanten zu erzeugen, ist der Graph schließlich trianguliert.

Laufzeit: Jede Kante wird genau einmal betrachtet, da sie, nachdem siebearbeitet wurde
markiert wird, und markierte Kanten nicht mehr bearbeitet werden. Das Setzen des Zeitstempels
der Nachbarknoten vonv in Zeile 5 kostet genau so viel Schritte wiev inzidente Kanten hat,
das heißt, die Zuweisung in Zeile6 geschieht insgesamt genauso oft wie Kanten betrachtet
werden. Die AbfrageT (u′) in den Zeilen15 und 18 kann mit einer geeigneten Datenstruktur
in konstanter Zeit realisiert werden. Damit ist die Laufzeit linear in der Anzahl der Kanten
des Graphen, und da bei einem planaren Graphenm ∈ O(n) gilt, folgt für die Laufzeit des
AlgorithmusO(n).
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Algorithmus 1 : TRIANGULIERUNG

Eingabe: Planarer GraphG = (V,E)
Seiteneffekte: G ist trianguliert

für alle v ∈ V tue1

T (v)← 02

t← 03

für alle v ∈ V tue4

t← t + 15

für alle w ist Nachbar vonv tue6

T (u)← t7

e = (v, u)← Eine ausv ausgehende Kante8

solangee ist nicht markierttue9

e′ = (u, u′)← Θ∗(e)10

e′′ = (u′, u′′)← Θ∗(e′)11

e− = (v, u′′′)← Θ−1(e)12

// Fall I
wennu′ = v dann13

Fügeeneu := (u, u′′′) mit Θ−1(eneu) = e′ ein14

Fügeeneu := (u′′′, u) mit Θ(eneu) = e− ein15

// Fall II: Die Kante (v, u′) existiert noch nicht
sonst wennu′ 6= v, u′′ 6= v undT (u′) < t dann16

Fügeeneu := (v, u′) mit Θ(eneu) = e ein17

Fügeeneu := (u′, v) mit Θ−1(eneu) = e′ ein18

// Fall III: Die Kante (v, u′) existiert bereits
sonst wennu′ 6= v, u′′ 6= v undT (u′) = t dann19

wennu′′ 6= u′ dann20

Fügeeneu := (u, u′′′) mit Θ(eneu) = e′ ein21

Fügeeneu := (u′′′, u) mit Θ(eneu) = e− ein22

sonst23

Fügeeneu := (u, u′′) mit Θ−1(eneu) = e ein24

Fügeeneu := (u′′, u) mit Θ−1(eneu) = e′′ ein25

Fügee′neu := (v, u′′) mit Θ(e′neu) = e ein26

Fügee′neu := (u′′, v) mit Θ−1(e′neu) = eneu ein27

Markieree28

e← Θ−1(e)29
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