
LA V ERFAHREN

Von Thomas Pajor

Holy shit.
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Vorwort

Dies ist eine Zusammenfassung einiger Verfahren der Linearen Algebra aus der Vorlesung vom Wintersemester
04/05 sowie Sommersemester 2005 an der Universität Karlsruhe (TH). Die Vorlesung wurde von Herrn Prof. Weil
gehalten.

Die Verfahren stellen ein methodisches Vorgehen zur Lösung bestimmter Aufgabentypen dar. Ich möchte jedoch
anmerken, dass es in einer LA Klausurextrem gef̈ahrlich ist sich nur auf Verfahren zu verlassen. Denn zum einen
sind rund 50% der Klausuraufgaben vom Typ ”Beweisen Sie, dass gilt...”. Diese lassen sich durch vorgelernte
Verfahren naẗurlich nicht lösen und erfordern ein tiefergehendes Verständnis der Linearen Algebra. Dieses wird
von diesem Skript jedochnicht vermittelt. Daher sollte das Skript nicht als Lerngrundlage benutzt werden!

Das Skript ist jedoch als Ergänzung geeignet um Sicherheit und Schnelligkeit bei Standardaufgabentypen zu er-
langen. Ein paar Abschnittëuber die grundlegendsten Strukturen, Abbildungen sowie Rechenregeln ergänzen die
Sammlung.

Ich habe das Skript prim̈ar für mich als Klausurvorbereitungshilfe erstellt, denke jedoch dass es vielleicht dem
einen oder anderen auch beim Lernen nützlich sein k̈onnte. Ich erhebe allerdings weder Anspruch auf Korrektheit
noch Vollsẗandigkeit der Verfahren.

Wenn ihr Fehler findet oder Verbesserungsvorschläge habt, so schreibt mir doch bitte einee-Mail. Die neuste
Version des Skriptes findet sich immer aufwww.logn.de.

Viel Erfolg in der Klausur,

Thomas Pajor.
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Hochgradig Konfuse LA–Verfahren L̈OSUNGSVERFAHREN

1 Lösungsverfahren

1.1 Lineares Gleichungssystem Finden

Gegeben: Ein affiner UnterraumL = v + U eines VektorraumsRn
Gesucht:Ein inhomogenes LGS, dassL als Lösung besitzt.

Homogener Teil

SeiU = [u1, . . . , uk]. Berechne den homogenen Lösungsraum des LGSu
>
1
...
u>k


Der Lösungsraum bestehe aus den Vektoren

A = [a1, . . . , al]

Inhomogener Teil

Für den inhomogenen Teil berechne folgenden Vektorb:

b :=

a
>
1
...
a>l

 · v

Das LGS ist dann geradea
>
1
...
a>l

 · x =

b1...
bk



Tipps & Tricks: Zur Probe dass man sich nicht verrechnet hat: Für den L̈osungsraumA muss naẗurlich gelten
dimA = dimn− dimU .

1.2 Summen–, Schnitt– und Faktorraum

Gegeben: Ein n-dimensionalerK-Vektorraum V sowie zwei Unterr̈aumeU = [u1, . . . , uk] und W =
[w1, . . . , wl].
Gesucht:Der SummenraumU +W , der SchnittraumU ∩W sowie der FaktorraumV/U .

Summenraum

Der Summenraum ist extremst einfach berechnet:

U +W = [u1, . . . , uk, w1, . . . , wk]

Schnittraum
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Hochgradig Konfuse LA–Verfahren 1.3 DUALE BASIS

Um den Schnittraum zu berechnen brauchen wir alle Vektoren die sich sowohl ausu1, . . . , uk alsauch aus
w1, . . . , wl erzeugen lassen. Mache folgenden Ansatz:

α1u1 + . . .+ αkuk = β1w1 + . . .+ βlwl

Bringt man die rechte Seite auf die Linke, führt das zum homogenen LGS

(
u1 · · · uk −w1 · · · −wl

)
·



α1

...
αk
β1

...
βl


= 0

Löse dieses LGS. Der Lösungsraum seiL = [χ1, . . . , χm].

Die Basisvektoren des Schnittraums lassen sich nun ausrechen, indem man für jeden Basisvektetorχi =:


α1i

...
αki

β1i

...
βli


ausL entweder

bi = α1iu1 + . . .+ αkiuk oder bi = β1iw1 + . . .+ βliwl

berechnet. Der Schnittraum ist dann

U ∩W = [b1, . . . , bm]

Faktorraum

Ergänze die Basis vonU zu einer Basis vonV . Die neu hinzugekommenen Vektoren seien mituk+1, . . . , un
bezeichnet. Dann ist der FaktorraumV/U gerade

V/U = [uk+1 + U, . . . , un + U ]

1.3 Duale Basis

Gegeben: Ein n-dimensionaler VektorraumV und eine BasisB = (b1, . . . , bn).
Gesucht:Die zuB duale BasisB∗ = (Φ1, . . . ,Φn) des DualraumsV ∗ vonV .

Schreibe die Vektorenbi als Spalten in eine MatrixM , also

M :=
(
b1 · · · bn

)
Invertiere nun die Matrix.

Die Zeilen vonM−1 sind dann die Koordinatenvektoren der BasisvektorenΦi bez̈uglich der Standard–Dualbasis.
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Hochgradig Konfuse LA–Verfahren 1.4 JORDAN-NORMALFORM U. JORDAN-BASIS

1.4 JORDAN-Normalform u. J ORDAN-Basis

Gegeben: Eine MatrixA ∈ Kn×n (MeistensR oderC).
Gesucht: Die JORDAN-Normalform vonA sowie eine JORDAN-Basis bez̈uglich dererA JORDAN-Normalform
annimmt.

Die JORDAN-Normalform zu finden kann etwas in Gefummel ausarten.

Charakteristisches Polynom Berechnen

Wir ben̈otigen die Hauptr̈aume vonA. Bestimme daf̈ur zun̈achst das charakteristische Polynom vonA, also

p(X) = det(A−XEn)

Bringep in eine vollsẗandig faktorisierte Form, also

p(X) = (c1 −X)r1 · (c2 −X)r2 · · · (ck −X)rk

Die Potenzenri sagen uns sp̈ater etwas̈uber die L̈ange des JORDAN-Blocks zuci.

Eigenräume

Suche nun erstmal die Eigenräume. Der EigenraumEi ist die Lösung des homogenen LGS

(A− ciEn)x = 0

Merke hier die Dimension des Eigenraums vor!

Hauptr äume

Jetzt ben̈otigen wir noch die Haupträume. Deri-te Hauptraum ist gerade der Lösungsraum des LGS

Rang(A− ciEn)si = Rang(A− cEn)si+1

für minimaless. Um diesen zu finden berechne solange

Rang(A− ciEn)2,Rang(A− ciEn)3, . . .

bis sich der Rang nicht mehr verändert.

JORDAN-Normalform

Konstruiere nun die JORDAN-Normalform. Dabei gelten folgende Zusammenhänge:

k = Anzahl der JORDAN-Blöcke. Es gibt genau einen JORDAN-Block zu jedem Eigenwertci
ri = Länge des JORDAN-Blocks zum Eigenwertci
dimEci = Anzahl der JORDAN-Kästchen im JORDAN-Block zum Eigenwertci
si = Größe des l̈angsten K̈astchens imi-ten Block bzw. Index im Minimalpolynom.

Das l̈angste K̈astchen steht immer am Anfang des Blocks.

Die JORDAN-NormalformÃ vonA hat also die Form

Ã =

 Ãc1 0
...

0 Ãck


wobei jeder JORDAN-Block Ãci die Form

Aci
=



ci

1
...
...

...
1 ci

...
...

ci
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Hochgradig Konfuse LA–Verfahren 1.5 GRAM-SCHMIDT VERFAHREN ZURBERECHNUNG EINERONB

hat.

JORDAN-Basis

Falls verlangt, suchen wir noch eine BasiswechselmatrixS, so dass giltS−1AS = Ã. Wir brauchen also eine Basis
B bez̈uglich dererA in JORDAN-Normalform ist. Mache f̈ur jedenEigenwertci (jeden JORDAN-Block) folgende
Schritte

(1) Für jedes JORDAN-Kästchen (es habe die Längel) mache:

(1) Wähle einen beliebigen Vektorxl ∈ Kern(A − ciEn)l \ Kern(A − ciEn)l−1. Haben wir
schonmal Vektoren aus dieser Menge gewählt, wähle einen der linear unabhängig zu den be-
reits Geẅahlten ist!

(2) Berechne stur die Vektorenxl−1, . . . , x1 jeweils durch

xν := (A− ciEn)νxl ν = 1, . . . , l − 1

(3) Wir müssten jetzt genaul (l war die L̈ange unseres JORDAN-Blocks!) neue Basisvektorenxi
berechnet haben. Füge diese in die geordneteB hinzu.

Hat man die oberen Schritte für jedes JORDAN-Kästchen in jedem JORDAN-Block durchgef̈uhrt, so sollte man
geraden Basisvektoren erhalten haben. Diese bilden die JORDAN-Basis! Die TransformationsmatrixS ist nun
einfach — wie gewohnt — eine Aneinanderreihung der jewiligen Basisvektoren, also

S :=
(
b1 · · · bn

)

Tipps & Tricks:

• Hat man einen nilpotenten Endomorphismus mitΦψ = 0, so ist0 der einzige Eigenwert vonΦ. Also ist
pΦ(X) = Xn, alsor0 = n. Außerdem ists0 = ψ. Die JNF l̈asst sich jetzt schnell ausrechnen, indem man
noch schnell den EigenraumE0 ausrechnet. Nun hat man schon alle Daten um die JNF zu konstruieren!

• A und Ã sind ähnlich. Das heißtA und Ã haben die gleiche Spur, das gleiche charakteristische Polynom,
die gleichen Eigenwerte und die gleiche Determinante.

• Oftmals l̈asst sich die JORDAN-Normalform berechnen wenn das charakteristische Polynom, das Minimal-
polynom und die Dimensionen der Eigenräume gegeben sind. Dann kann man sich eine Menge an Rechnung
sparen. Allerdings sind diese Angaben im Allgemeinen nicht hinreichend für die Bestimmung der JNF.

• Eine weitere gute Beschreibung zur Jordan-Normalform gibt es in [1].

• Ein alternatives Verfahren zur Bestimmung der Jordanbasis gibt es unter [2].

1.5 Gram-Schmidt Verfahren zur Berechnung einer ONB

Gegeben: Ein n-dimensionaler Euklidischer VektorraumV mit einer beliebigen BasisB = (x1, . . . , xn) vonV .
Gesucht:Eine Orthonormalbasis (ONB)C = (y1, . . . , yn) vonV .
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Das Gram-Schmidt Verfahren ist ein Orthogonalisierungsverfahren. Dies berechnet sich (rekursiv) wie folgt:

ỹ1 := x1

ỹ2 := x2 −
〈x2, ỹ1〉
‖ỹ1‖2

· ỹ1

ỹk := xk −
k−1∑
i=1

〈xk, ỹi〉
‖ỹi‖2

· ỹi k = 3, . . . , n

Nun muss noch jeder Vektor normalisiert werden, also berechne für allei = 1, . . . n

yi =
ỹi
‖ỹi‖

1.6 Berechnung des Orthogonalen Komplementraumes

Gegeben: Ein n-dimensionaler Euklidischer VektorraumV mit Standardskalarprodukt und ein UnterraumU .
Gesucht:Ein UnterraumU⊥ mit U ⊕ U⊥ = V .

Sehr einfach!

Berechne den L̈osungsraum des LGS
b>1
b>2
...
b>k

x = 0

Dieser L̈osungsraum ist der orthogonale KomplementärraumU⊥ zu U bez̈uglich des Standardskalarprodukts in
V . Falls verlangt, kann man mittels Gram-Schmidt Verfahren nun noch eine ONB inU⊥ bestimmen.

1.7 Orthogonalprojektion auf einen Unterraum

Gegeben: Ein k-dimensionaler UnterraumU eines Euklidischen VektorraumsV .
Gesucht:Die Orthogonalprojektionπ(x) aufU .

Orthonormalbasis Berechnen

Berechne eine ONB inU . Wende dazu das Gram-Schmidt Verfahren (siehe1.5) auf die Vektoren ausU an.

Orthogonalprojektion

Die Orthogonalprojektion ist nun einfach

π(x) =
k∑
i=1

〈x, xi〉xi

= 〈x, x1〉x1 + . . .+ 〈x, xk〉xk
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1.8 Abstand zweier affiner Unterräume

Gegeben: Zwei affine Unterr̈aumeL = x0 + U undK = y0 +W einesn-dimensionalen Euklidischen Vektor-
raumsV .
Gesucht:d(L,K) sowie LotfußpunkteξL ∈ L, ξK ∈ K mit d(L,K) = d(ξL, ξK).

Jenach Beschaffenheit vonL bzw K hat man hier die Auswahl zwischen zwei Methoden um den Abstand zu
berechnen. Wichtig f̈ur alle Methoden ist der Zusammenhang, dass gilt

d(L,K) = d(y0 − x0, U +W )
= ‖(y0 − x0)− πU+W (y0 − x0)‖

1. Methode

Diese Methode eignet sich gut, wenn die Dimensionen vonU undW recht klein sind, da man dann schnell eine
ONB inU +W berechnen kann.

(1) Es gilt jaU + W = [U ∪W ]. Bestimme also die OrthogonalprojektionπU+W (x) aufU + W mittels
Verfahren1.7.

(2) Berechned(L,K) = ‖(y0 − x0)− πU+W (y0 − x0)‖.

2. Methode

Diese Methode eignet sich gut, wenn die Dimension von(U +W )⊥ gering ist.

(1) Berechne den orthogonalen Komplementärraum(U +W )⊥ mit dem Verfahren aus1.6.

(2) Berechne die Orthogonalprojektionπ(U+W )⊥(x) (siehe1.7).

(3) Nun ist der Abstand einfachd(L,K) = ‖π(U+W )⊥(y0 − x0)‖.

Lotfußpunkte

Sind noch LotfußpunkteξL undξK gefragt, so hat man noch ein paar Schritte mehr zu tun.

Hat man oben die 2. Methode angewendet, so ist zunächstπU+W (y0 − x0) zu berechnen. Dies geht ganz einfach,
nämlich:

πU+W (y0 − x0) = (y0 − x0)− π(U+W )⊥(y0 − x0)

WegenπU+W = u− w für u ∈ U undw ∈W stelle folgendes inhomogene LGS auf(
u1 · · · udimU −w1 · · · −wdimW | πU+W (y0 − x0)

)
wobeiui die gegebenen Basisvektoren ausU undwi die gegebenen Basisvektoren ausW sind.

Die Lösung dieses LGS sei der folgende Vektor

α1

...
αdimU

β1

...
βdimW


Dieser liefert die Koeffizienten um die Lotfußpunkte durch Linearkombinationen der Basisvektoren aus den jewei-
ligen Unterr̈aumen zu beschreiben.ξL undξK lassen sich also wie folgt ausrechnen:

ξL = α1u1 + . . .+ αdimUudimU + x0

ξK = β1w1 + . . .+ βdimWudimW + y0

Geschafft!
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Hochgradig Konfuse LA–Verfahren 1.9 ABSTAND ZWEIER AFFINERUNTERRÄUME (ACHENBACH-VERFAHREN)

1.9 Abstand zweier affiner Unterräume (Achenbach-Verfahren)

Gegeben: Zwei affine Unterr̈aumeL = x0 + U undK = y0 +W einesn-dimensionalen Euklidischen Vektor-
raumsV .
Gesucht:d(L,K) sowie LotfußpunkteξL ∈ L, ξK ∈ K mit d(L,K) = d(ξL, ξK).

Völlig durch!

1.10 Isometrie-Normalform I

Gegeben: Eine MatrixA ∈ Rn×n.
Gesucht:Die Isometrie-NormalformÃ zuA sowie eine orthogonale MatrixS bez̈uglich dererÃ = S>AS gilt.

Beweis dassA Isometrie

Ist ein Beweis verlangt, dass es sich beiA um eine Isometrie handelt, rechne nach ob

A>A = En

erfüllt ist.

Hilfsmatrix, Eigenwerte

Stelle eine HilfsmatrixB wie folgt auf

B := A+A>

Berechne alle Eigenwerte vonB indem man das charakteristische PolynompB vonB ausrechnet. Die Eigenwerte
seienc1, . . . , ck mit ihren jeweiligen Vielfachheiten (Potenzen im char. Polynom)r1, . . . , rk.

Esmussgelltenci ∈ [−2, 2] für i = 1, . . . , k. Ist es nicht so, hat man sich wohl verrechnet!

Isometrie-Normalform

Berechne die Drehk̈astchen zu den Eigenwertenci mit Ausnahme der Eigenwerte±2 (sofern vorhanden). Das
Drehk̈astchen zum Eigenwertci hat genau die Form:

Ãci =
ci

2 −
√

1−
(
ci

2

)2√
1−

(
ci

2

)2 ci

2

Damit ist die Isometrie-Normalform:

Ã =



1
...

1
−1

...
−1

Ã1

...
Ãk


±1 kommt dabei genau so oft vor wie die Vielfachheit des Eigenwerts±2, undÃi sind die Drehk̈astchen zu den
restlichen Eigenwerten.
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Die Basiswechselmatrix

Der Eigenwert2 bzw.−2 wird zun̈achst gesondert behandelt.

Berechne f̈ur die Eigenwerte2 und−2 (sofern sie existieren) jeweils den EigenraumE2 bzw.E−2 inB. Bestimme
weiterhin eine ONB in den EigenräumenE±2 (Zum Beispiel — aber nicht notwendigerweise — mit dem Gram-
Schmidt Verfahren aus1.5). Die so gewonnen orthonormalen Basisvektoren bilden die ersten Spalten der Matrix
S.

Die restlichen Spalten

Für jeden der̈ubrigen Eigenwerteci, i ∈ (−2, 2) geht man wie folgt vor:

(1) Bestimme den EigenraumEci
zum Eigenwertci. Dabei istdimEci

gerade.

(2) Wähle einen beliebigen Vektorx ∈ Eci
(x 6= 0).

(3) Berechney := Ax.

(4) Orthonormalisiere die Vektorenx undy zu x̃ und ỹ. x̃ und ỹ bilden die n̈achsten Spalten inS.

(5) Ist dimEci
= 2 so kann man hier aufhören und mit dem n̈achsten Eigenwert fortfahren.

(6) Bestimme das orthogonale Komplement[x, y]> =: U in Eci
. [Wie?]

(7) Wähle ein neuesx ∈ U (x 6= 0) beliebig und berechne ein neuesy := Ax.

(8) Orthonormalisierex undy zu x̃ undỹ. Wieder haben wir durch die neuen Vektorenx̃ undỹ zwei Spalten
vonS gewonnen.

(9) Wiederhole Schritt (6) bis (8) bis man genau so viele Vektoren (Spalten) gewonnen hat wiedimEci
!

Fertig!

Man hat nun einen× n Matrix S konstruiert, f̈ur die

Ã = S>AS

erfüllt ist.

Tipps & Tricks:

• Der Drehwinkelωi zum Eigenwertci berechnet sich durchcosωi = ci

2 . Damit sind die Drehk̈astchen auch
durch

Ãci
=

cosωi − sinωi
sinωi cosωi

gegeben.

1.11 Isometrie-Normalform II

Gegeben: Der Euklidische VektorraumV = R3 mit Standardskalaprodukt und zwei Vektorenx1, x2, sowie die
WerteΦ(x1) undΦ(x2) wobeiΦ eine Isometrie ist.
Gesucht:Die Drehebene, die Drehachse, der Drehwinkelω sowie die Isometrie-Normalform̃AΦ von Φ. Außer-
dem eine BasisB bez̈uglich dererÃΦ angenommen wird.

Build: 17. September 2005, 22:05 11



Hochgradig Konfuse LA–Verfahren 1.11 ISOMETRIE-NORMALFORM II

ACHTUNG: Dies ist ein sehr spezielles Verfahren. Es zeigt einige heftige Tricks mit denen man hier eine
Isometrie-Normalform herleiten kann, obwohl man eigentlich nur die Bilder von zwei Vektoren gegeben hat!

Drehebene

Die DrehebeneU ist im R3 naẗurlich zwei-Dimensional. Anschaulich klar ist auch dass die Vektorenxi−Φ(xi) ∈
U in der Drehebene liegen (man kann sich das auch recht schnell selbst beweisen, wenn man die Lust hat). Also
ist die Drehebene

U := [x1 − Φ(x1), x2 − Φ(x2)]

Drehachse

Die Drehachse muss senkrecht auf die Drehebene stehen. Offenbar ist sie eindimensional, also finde den orthogo-
nalen Komplementraum zuU ; Am besten̈uber das Verfahren1.6. Dies liefert uns die Achse

A := [a]

Normalisiert man noch schnell den Vektora, so liefert er uns schon den ersten Basisvektor für sp̈ater, also

b1 =
a

‖a‖

Drehwinkel

Höchstwahrscheinlich liegenx1 undx2 nicht in U , also k̈onnen wir nicht einfach den Winkel zwischenx1 und
Φ(x1) bzw.x2 undΦ(x2) berechnen, da die Vektoren völlig schief im Raum liegen. Auch k̈onnen wir nicht einen
beliebigen Vektor ausU nehmen und ihn durchΦ drehen, denn wir haben ja keine Abbildungsmatrix vonΦ. Hier
geht jetzt also das Getrickse los.

Stellen wir uns eine Ebene vor, die von der AchseA und dem Vektorx1 aufgespannt wird. K̈onnten wir eine
orthogonale Basis in dieser Ebene berechnen (wobeia Teil dieser ist), dann k̈onnte man mithilfe dieser Basis den
Vektorx1 so ausdr̈ucken, dass er orthogonal aufA liegt. OK, also einen Vektor haben wir ja schon, nämlicha. Der
zweite berechnet sicḧuber Gram-Schmidt mit

b̃2 := x1 −
〈x1, a〉
‖a‖2

a

Wenn wir schon dabei sind, normieren wirb̃2 noch schnell zub2, das brauchen wir noch später.

Für den Winkelω ben̈otigen wir noch das BildΦ(b2). Mit ein paar geschickten Umformungen lässt sich das sogar
berechnen:

Φ(b̃2) = Φ(x1 −
〈x1, a〉
‖a‖2

a)

= Φ(x1)− Φ(
〈x1, a〉
‖a‖2

a)

= Φ(x1)−
〈x1, a〉
‖a‖2

Φ(a)

Dies l̈asst sich komplett ausrechnen, dennΦ(a) = a undΦ(x1) ist nach Aufgabenstellung bekannt!

Jetzt k̈onnen wir den Winkel ganz einfach berechnenüber

cosω =
〈b̃2,Φ(b̃2)〉
‖b̃2‖‖Φ(b̃2)‖

Also ist die Isometrie-Normalform:

ˆ̃
ΥΦ =

1 0 0
0 cosω − sinω
0 sinω cosω
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Hochgradig Konfuse LA–Verfahren 1.11 ISOMETRIE-NORMALFORM II

Basis

Um jetzt die gesuchte Basis zu finden benötigen wir noch einen dritten Vektor der Orthogonal auf den Vektorenb1
(bzw.a) undb2 (bzw. b̃2) steht. An dieser Stelle reicht es die Vektorenb̃2 undΦ(b̃2) zu orthogonalisieren, also

b̃3 = Φ(b̃2)−
〈Φ(b̃2), b̃2〉
‖b̃2‖2

b̃2

Normieren vonb̃3 zu b3 führt uns schließlich zur BasisB = (b1, b2, b3).
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2 Anhang

2.1 Strukturen

Diese Sektion entḧalt einige grundlegende Strukturen, die in der Linearen Algebra wichtig sind.

Jeder diese Strukturen besteht aus einerMenge(z.B.A) und einer oder mehrerVerkn̈upfungen. Eine Verkn̈upfung
ist dabei eine Abbildung◦ : A × A → A. Sie Verkn̈upft also zwei Elemente aus der MengeA derart dass ihr
Ergebnis wieder inA liegt.

2.1.1 Allgemeine Mengen

Definition (Partition). EinePartition P einer MengeM ist eine Menge von Teilmengen vonM , so dass gilt

• ∀X ∈ P : X 6= {} (Keine der Teilmengen ist leer)

• ∀X,Y ∈ P mit X 6= Y : X ∩ Y = {} (Paarweise versch. Teilmengen sind disjunkt)

•
⋃
X∈P

= M (Die Vereinigung aller Teilmengen ergibt wiederM )

Alternative Definition: Eine PartitionP einer MengeM ist eine Menge von nichtleeren Teilmengen vonP , so
dass jedes Element ausP in genau einer Menge vonP enthalten ist.

Anzumerken ist hier noch, dass eineÄquivalenzrelation∼ auf einer MengeM durch ihreÄquivalenzklassen stets
eine Partition erzeugt. AlsoP := {[x]∼ | x ∈M} ist eine Partition. Man schreibt hier stattP auchM/∼.

2.1.2 Gruppen

Definition (Halbgruppe). EineHalbgruppe(A, ◦) ist eine Menge mit einer Verknüpfung, f̈ur die gilt:

• ∀x, y ∈ A : x ◦ y ∈ A (Abgeschlossenheit der Verknüpfung)

• ∀x, y, z ∈ A : x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z (Assoziativgesetz)

Die Halbruppe heißtkommutativoderabelsch, wenn zus̈atzlich gilt:

• ∀x, y ∈ A : x ◦ y = y ◦ x (Kommutativgesetz)

Definition (Gruppe). EineGruppe(A, ◦) ist eine Menge mit einer Verknüpfung f̈ur die folgendes gelten muss:

• (A, ◦) ist eine Halbgruppe

• ∃e ∈ A : ∀x ∈ A : x ◦ e = e ◦ x = x (Neutrales Element)
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• ∀x ∈ A∃x−1 ∈ A : x ◦ x−1 = x−1 ◦ x = e (Inverse Elemente)

Die Gruppe heißtkommutativoderabelsch, wenn(A, ◦) schon kommutativ ist.

Definition (Untergruppe). EineUntergruppe(U, ◦) einer Gruppe(A, ◦) ist eine TilemengeU ⊂ A so dass f̈ur ◦
die Bedingungen einer Gruppe erfüllt werden.

Definition (Faktormenge). Eine FaktormengeA/∼ zu einer Gruppe(A, ◦) mit einer Untergruppe(U, ◦) ist die
Menge allerÄquivalenzklassen bezüglich derÄquivalenzrelation∼ die wie folgt definiert wird:

x ∼ y :⇔ x ◦ y−1 ∈ B ∀x, y ∈ A

Definition (Faktorgruppe/Quotientengruppe). Die Faktorgruppeoder auchQuotientengruppeist eine Faktormen-
ge(A/∼, ·) einer Gruppe(A, ◦) mit der Untergruppe(B, ◦) und einer Verkn̈upfung so, dass folgendes gilt

• ∀x ∈ A,∀y ∈ B : x ◦ y ◦ x−1 ∈ B (B ist Normalteiler)

• [x]∼ · [y]∼ := [x ◦ y]∼ (Definition der Verkn̈upfung in(A/∼, ·))

Man schreibt bei der Faktorgruppe stattA/∼ auch oftA/B .

2.1.3 Ringe

Definition (Ring). Ein Ring(A,+, ·) ist eine Menge mit zwei Verkn̈upfungen, f̈ur die gelten muss:

• (A,+) ist eine abelscheGruppe

• (A, ·) ist eine Halbgruppe

• ∀x, y, z ∈ A :
x · (y + z) = x · y + x · z
(x+ y) · z = x · z + y · z (Distributivgesetze)

Der Ring heißt zus̈atzlichkommutativoderabelschwenn(A, ·) kommutativ ist.

Der Ring heißt außerdemRing mit Einswenn es in(A, ·) ein Neutralelement gibt.

Definition (Restklassenring). Seim ∈ N, (Z,+, ·) der Ring der ganzen Zahlen undm · Z := {m · z | z ∈ Z}.
Über dieÄquivalenzrelation

x ∼ y :⇔ x− y ∈ m · Z ∀x, y ∈ Z

und deren̈Aquivalenzklassen wird ein Ring mit Eins definiert. Dieser heißt auchRestklassenringund man schreibt
Zm. Die Verkn̈upfungen+ und· werden inZm wie folgt definiert:

• [x]∼ + [y]∼ = [x+ y]∼

• [x]∼ · [y]∼ = [x · y]∼
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Da durch obige Definition zwei Zahlenx und y gerade dann̈aquivalent zueinander sind, wenn sie bei Division
durchm den gleichen Rest ergeben, gibt es in dem RingZm geradem Äquivalenzklassen (man nennt sie auch
Restklassen). Es gilt alsoZm := {[0]∼, [1]∼, . . . , [m− 1]∼}.

2.1.4 Körper

Definition (Körper). Ein Körper(A,+, ·) ist eine Menge mit zwei Verkn̈upfungen, f̈ur die gelten muss:

• (A,+) ist eine abelscheGruppe

• (A \ {0}, ·) ist eine abelscheGruppe

• ∀x, y, z ∈ A :
x · (y + z) = x · y + x · z
(x+ y) · z = x · z + y · z (Distributivgesetze)

0 ist dabei das neutrale Element in(A,+).

Definition (Restklassenk̈orper). Ein RestklassenringZm wird genau dann zu einem Körper, wennm eine Primzahl
ist.

2.1.5 Vektorräume

Definition (Vektorraum). Ein VektorraumV über einem K̈orperK (man sagt auch gerne malK-Vektorraum) ist
eine MengeV mit zwei Abbildungen+ : V × V → V und· : K× V → V die folgenden Gesetzen genügen:

• (V,+) ist eine abelscheGruppe

• ∀x, y ∈ V,∀a ∈ K : a · (x+ y) = a · x+ a · y (Distributivgesetz 1)

• ∀x ∈ V,∀a, b ∈ K : (a+ b) · x = a · x+ b · x (Distributivgesetz 2)

• ∀x ∈ V,∀a, b ∈ K : a · (b · x) = (a · b) · x

• ∀x ∈ V : 1 · x = x

Oft sagt man statt Vektorraum auch kurzRaum. Zum Beispiel hat die L̈osung eines homogenen LGS wieder eine
Vektorraumstruktur. Man sagt hier dann kurzLösungsraum.

Definition (Untervektorraum). Ein Unter(vektor)raumU einesK-VektorraumsV ist eine TeilmengeU ⊂ V mit
U 6= ∅ die zusammen mit den aufU ×U bzwK×U eingeschr̈ankten verkn̈upfungen wieder einenK-Vektorraum
ergibt.

Definition (Summenraum). Sei V ein K-Vektorraum undU1, . . . , Uk Untervektorr̈aume vonV . Dann ist der
Summenraumdefiniert durch

U1 + . . .+ Uk := {x1 + . . .+ xk | xi ∈ Ui, i = 1, . . . , k}
Gilt zus̈atzlich noch

Ui ∩
∑
j=1
j 6=i

Uj = {o}
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so ist die Summedirekt und man schreibtU1 ⊕ . . .⊕ Uk.

Diese Definition des Summenraums ist etwas schwer vorstellbar. Eine alternative, besser vorstellbare ”Definitionı̈st
gegeben durch:

U1 + . . .+ Uk = [U1 ∪ . . . ∪ Uk]

Definition (Faktorraum/Quotientenraum). pure pain.

Definition (Affiner Unterraum). Ein affiner Unterraumist eine TeilmengeV ⊃ L := x + U wobeix ∈ V und
U ⊂ V ein Unterraum desK-VektorraumsV ist. Man nenntU auchRichtungsraumvonL.

Einen affinen Unterraum desR3 kann man sich zum Beispiel durch eine umx vom Ursprung verschobene Ebene
oder Gerade vorstellen (wennU eine Ebene oder Gerade ist).

Definition (Dualraum). Der DualraumV ∗ zu einemK-VektorraumV ist die Menge aller Linearformen vonV
nachK, also

V ∗ := {Φ : V → K | Φ linear}

V ∗ ist selbst wieder ein Vektorraum.

Definition (Bidualraum). Der BidualraumV ∗∗ zu einemK-VektorraumV ist die Menge aller Linearformen von
V ∗ nachK, also

V ∗∗ := {Φ : V ∗ → K | Φ linear}

AuchV ∗∗ ist ein Vektorraum.

Man sieht leicht ein, dass man das Spiel schön weitertreiben kann. Ich glaube jedoch nicht, dass das noch großartig
Sinn machen ẅurde.

Definition (Euklidischer Vektorraum). Ein R-VektorraumV heißt zusammen mit einem Skalarprodukt〈·, ·〉 auf
V Euklidischer Vektorraum. Man schreibt auch(V, 〈·, ·〉).

2.2 Abbildungen

2.2.1 Morphismen

Definition (Homomorphismus). Ein HomomorphismusΦ : A → B ist eine Abbildung zwischen zwei algebrai-
schen Strukturen(A, ◦) und(B, •), so dass sie bezüglich der Verkn̈upfungen in den beiden strukturen verträglich
ist. Also es muss gelten

∀x, y ∈ A : Φ(x ◦ y) = Φ(x) • Φ(y)

Zwischen Strukturen mit zwei Verknüpfungen mussΦ naẗurlich mit beiden Verkn̈upfungen obige Gleichung
erfüllen.

Sind die StrukturenA,B Vektorr̈aume. Dann muss sie bezüglich der beiden Vektorraum-Verknüpfungen ver-
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träglich sein, also

∀x, y ∈ A : Φ(ax+ by) = aΦ(x) + bΦ(y)

. Man nennt dannΦ auchlineare Abbildung.

Es gibt eine reihe von speziellen Homomorphismen:

• Epimorphismus– surjektiver Homomorphismus

• Monomorphismus– injektiver Homomorphismus

• Isomorphismus– bijektiver Homomorphismus

• Endomorphismus– ein Homomorphismus der die Mengen welche in der Struktur vorkommen in sie selbst
abbildet

• Automorphismus– bijektiver Endomorphismus

2.2.2 Permutation

Definition. Eine Permutationπ ist ein Automorphismus aus der symmetrischen GruppeSm. Er ist also eine
bijektive Abbildungπ : A→ A wobeiA := {1, . . . ,m}.

Wie der Name schon andeutet kann man eine Permutation als
”
Vertauschungs-Abbildung“ interpretieren, die zum

Beispiel die Reihenfolge der Indizes auf einer Indexmenge vertauscht.

2.2.3 Transposition

Definition. EineTranspositionτ (i,j) ist eine Permutation aus der symmetrischen GruppeSm die ausschließlich
die Elementei undj (i < j) vertauscht.

2.2.4 Projektion

Definition. Eine EndomorphismusΦ : V → V heißt Projektion, wenn er die Eigenschaft

Φ2 = Φ

erfüllt. Es gilt hier außerdemV = KernΦ⊕ BildΦ.

2.2.5 Orthogonalprojektion

Definition. SeiV ein Euklidischer Vektorraum. EineOrthogonalprojektionauf einen UntervektorraumU ⊂ V ist
eine Projektionπ mit der Eigenschaft

∀x ∈ V : (π(x)− x) ⊥ π(x)
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Anschaulich (imR3) berechnetπ zu einem Punktx ∈ V gerade den Punktπ(x) in U , für den die Strecke zwischen
x undπ(x) (also der Vektorπ(x)− x) senkrecht aufU liegt, und somit naẗurlich auch senkrecht aufπ(x) ∈ U .

2.2.6 Adjungierte Abbildung

Definition. SeinV undW euklidische Vektorr̈aume mit dem Skalarprodukten〈·, ·〉V und 〈·, ·〉W , Φ : V → W
undΦ∗ : W → V beide linear.V ∗ ist dieadjungierte AbbildungvonV wenn gilt:

〈Φ(v), w〉W = 〈v,Φ∗(w)〉V ∀w ∈W, v ∈ V

Ein Ψ : V → V heißtselbstadjungiertwenn verscḧarfterweise gilt:

〈Ψ(x), y〉 = 〈x,Ψ(y)〉 ∀x, y ∈ V

2.3 Rechenregeln

Hier sind einige Rechenregeln aufgeführt die zwischen bestimmten Gebilden gelten.

2.3.1 Rechenregeln bei Matrizen

SeiA ∈ Km×n. Dann gilt

• (A>)> = A

• (A+B)> = A> +B>

• (AB)> = B>A>

• IstA regul̈ar, so auchA> und es gilt(A>)−1 = (A−1)>

• (cA)> = cA>

• IstA regul̈ar so ist(A−1)−1 = A

2.3.2 Rechenregeln bei linearen Abbildungen

SeienV,W,X K-Vektorr̈aume. Dann gilt

• (idV )> = idV ∗

• (Φ + Ψ)> = Φ> + Ψ> ∀Φ,Ψ ∈ Hom(V,W ),∀a ∈ K

• (aΦ)> = aΦ> ∀Φ ∈ Hom(V,W ),∀a ∈ K

• (Ψ ◦ Φ)> = Φ> ◦Ψ> ∀Φ ∈ Hom(V,W ),∀Ψ ∈ Hom(W,X)

• Φ ∈ Hom(V,W ) Isomorphismus, so git(Φ−1)> = (Φ>)−1
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2.3.3 Rechenregeln bei Determinanten

SeiA ∈ Kn×n. Dann gilt

• det(A ·B) = det(A) · det(B).

• IstA regul̈ar, so giltdet(A−1) = det(A)−1

Außerdem gilt

• Die Addition des Vielfachen einer Spalte (bzw. Zeile) zu einer anderen ist invariant unterdetA.

• Multiplikation einer Zeile (bzw. Spalte) mita ∈ K verfielfachtdetA um den Faktora.

• Vertauschen zweier Zeilen (bzw. Spalten)ändert das Vorzeichen vondetA.
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