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Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 0, Vorbemerkungen, Mengen, Abbildungen, Relationen

0 Vorbemerkungen, Mengen, Abbildungen, Relationen

Vorlesung: 2004-10-20

§1 Mengen

A := {2, 3, 4, 7, 9}
A := {Primzahlen}

A
x∈A

y∉A

Abbildung 1: Menge

Beispiel:

• N := {1, 2, 3, . . .} - naẗurliche Zahlen

• Z := {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .} = {0,−1, 1,−2, 2,−3, 3, . . .} - ganze Zahlen

• {2, 3, 2, 4, 5} = {2, 3, 4, 5}

• Q =
{

p

q
| p, q ∈ Z, q 6= 0

}
- rationale Zahlen

• R - reelle Zahlen

• ∅ - leere Menge

§2 Teilmengen

A ⊂ B (A ist Teilmenge von B)
A $ B (A ist echteTeilmenge von B)
A 6⊂ B (nicht Teilmenge):{1, 2, 4} 6⊂ {1, 2, 5, 6}

B

A

Abbildung 2:A $ B

Definition 0.1. A ist Teilmenge vonB, wenn jedes Element vonA auch Element vonB ist.

A ⊂ B :⇔ x ∈ A⇒ x ∈ B
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Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 0,§3 Mengenoperationen

§3 Mengenoperationen

Definition 0.2. Es seienA,B Mengen, dann:

• Vereinigung:A ∪B :⇔ {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}

• Durchschnitt:A ∩B :⇔ {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}

• Differenz:A\B :⇔ {x | x ∈ A, x /∈ B}

A∩B

A∪B

A
B

Abbildung 3: Durchschnitt und Vereinigung

Satz0.1 (De Morgan). A,B,C Mengen, dann gilt:

(i) A\(B ∪ C) = (A\B) ∪ (A\C)

(ii) A\(B ∩ C) = (A\B) ∩ (A\C)

Beweis:

(i) x ∈ A\(B ∪ C) ⇔ x ∈ A undx /∈ (B ∪ C)
⇔ x ∈ A undx /∈ B undx /∈ C
⇔ (x ∈ A undx /∈ B) und(x ∈ A undx /∈ C)
⇔ x ∈ (A\B) ∪ (A\C)

(ii) analog.

§4 Abbildungen

Definition 0.3. A,B Mengen, Abb.f : A → B

f ordnet jedemx ∈ A ein (eindeutig bestimmtes)y ∈ B zu.

y = f(x)

Definition 0.4 (Kreuzprodukt). Es seienA,B Mengen, dann ist dasKreuzproduktA×B definiert als

A×B = {(x, y) | x ∈ A, y ∈ B}

Beispiel:
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Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 0,§5 Umgang mit Abbildungen

A B

Abbildung 4:f : A → B

• f : R → R
x 7→ (x− 1)2

• f : N → Z

n 7→
{
−n

2 n gerade
n−1

2 n ungerade

Definition 0.5.

BA := {f : A → B | f Abb}

Definition 0.6. Seif : A → B Abb:

• A heißtDefinitionsbereich

• B heißtWertebereich

• f(A) := {f(x) | x ∈ A} heißtBild vonA (unterf )

• y = f(x) heißt Bild vonx (unter f) undx heißtUrbild vony (unterf )

• Für C ⊂ B seif−1(C) := {x ∈ A | f(x) ∈ C} (⇒ f−1(B) = A)
(⇒ f−1(A) = A)

Definition 0.7. Seif : A → B Abb:

(i) f heißtsurjektiv :⇔ f(A) = B

(ii) f heißtinjektiv :⇔ x, y ∈ A(x 6= y) ⇒ f(x) 6= f(y)

(iii) f heißtbijektiv :⇔ f injektiv undf surjektiv

Beispiel:

(i) f : R → R
x 7→ (x− 1)2 nicht injektiv und nicht surjektiv.

(ii) f : R → R
x 7→ (x− 1)x(x + 1) nicht injektiv aber surjektiv.

Vorlesung: 2004-10-22

§5 Umgang mit Abbildungen
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Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 0,§5 Umgang mit Abbildungen

Definition 0.8. SeienA,B,C Mengen

(i) Die AbbildungidA : A → A, x 7→ x heißtidentischeAbbildung (oderIdentität) auf A.

(ii) Sei f : A → B, x 7→ f(x) Abbildung undC ⊂ A. Dann heißtf |C : C → B, x 7→ f(x)
Einschr̈ankungoder Restriktion vonf aufC.
Seig : C → B. Ist g = f |C , so heißtf auch eineFortsetzungvong auf die MengeA.

(iii) Seif : A → B bijektiv. Dann heißtf−1 : B → A, y 7→ x mit f(x) = y Umkehrabbildung(oder auch
inverse Abbildung) vonf .

(iv) Seienf : A → B, g : B → C Abbildungen. Dann heißtg ◦ f : A → C, x 7→ g(f(x)) die
zusammengesetzte Abbildung oderKompositionvonf undg.

Bemerkung:

(i) Ist f : A → B bijektiv, so auchf−1 und(f−1)−1 = f .

Beweis:

f−1 surjektiv: Seix ∈ A. Setzey = f(x) ⇒ f−1(y) = x ⇒ f surjektiv.

f−1 injektiv: Seieny, ỹ ∈ B mit f−1(y) = f−1(ỹ). Nun isty = f(x), ỹ = f(x̃) für geeignetex, x̃ ∈ A.
⇒ x = f−1(y) = f−1(ỹ) = x̃.
⇒ x = f(x) = f(x̃) = ỹ
⇒ f injektiv.

(ii) Ist f bijektiv, so gilt:

f−1 ◦ f = idA

f ◦ f−1 = idB

(iii) Komposition ist im Allgemeinen nicht kommutativ.

Beispiel:

• f : R → R
x7→x2

g : R → R
x7→−x

g ◦ f : x 7→ −x2

f ◦ f : x 7→ x2

•
f : R → R2

x7→(x,2x)
:= R× R

g : R → R
x7→−x

 f ◦ g : R → R2

x7→(−x,−2x)

g ◦ f ex nicht

Zitat Prof. Weil:
”
Pathologisches Beispiel“.

Einschub. A1, . . . , An Mengen

A1 × . . .×An := {(x1, . . . , xn) | x1 ∈ A1, . . . , xn ∈ An}
An := A× . . .×A︸ ︷︷ ︸

n-mal

Rn := {(x1, . . . , xn) | xi ∈ R}

(iv) Ist f : A → B Abb, C ⊂ B, so ex. das Urbildf−1(C) immer! Falls aberf bijektiv ist, alsof−1 ex,
dann istf−1(C) auch das Bild vonC unterf−1.
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Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 0,§6 Relationen

Beispiel:

f : N → Z

n 7→
{

n−1
2 ungerade

−n
2 gerade

f−1 : Z → N

z 7→
{

2z + 1 z ≥ 0
−2z z < 0

f ◦ f−1

{
f(2z + 1) = 2z+1−1

2 = z z ≥ 0
f(−2z) = −2z

2 = z z < 0

⇒ f ◦ f−1 = idZ

Analog:f−1 ◦ f = idN

Satz0.2. SeienA,B nichtleere Mengen,f : A → B Abb.

(i) f injektiv :⇔ ∃g : B → A mit g ◦ f = idA

(ii) f surjektiv :⇔ ∃g : B → A mit f ◦ g = idB

(iii) f bijektiv :⇔ ∃g : B → A mit f ◦ g = idB undg ◦ f = idA

Beweis:

(i) Seif injektiv. Definiereg : y 7→
{

x mit f(x) = y y ∈ f(A)
x0 y /∈ f(A)

x0∈A festes Element
⇒ g ◦ f : x 7→ g(f(x)) = x

Umgekehrt seienx, x′ ∈ A mit f(x) = f(x′)
⇒ x = idA(x) = (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x′) = id(x′) = x′

⇒ f injektiv

(ii)
”
⇒“: f ist surjektiv ⇒ zu jedemy ∈ B existiert mindestens einx ∈ A mit f(x) = y.

Definiereg : B → A durchg : y 7→ x, wobeix ∈ f−1({y}) geẅahlt wird.

⇒ f ◦ g : y 7→ f(x) = y ⇒ f ◦ g = idB .

”
⇐“: Sei g : B → A mit f ◦ g = idB und seiy = B.

Setzex = g(y) ⇒ f(x) = f(g(y)) = f ◦ g(y) = y

⇒ f surjektiv.

(iii)
”
⇒“: Setzeg := f−1

”
⇐“: Nach (i) ist f injektiv, nach (ii ) ist f surjektiv, also bijektiv.

§6 Relationen

A Menge. EineRelationR aufA ist formal eine Teilmenge vonA× A = A2. Ist (x, y) ∈ R (wir schreiben dann
xRy), so stehtx undy in der Relation, andernfalls nicht.
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Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 0,§6 Relationen

Definition 0.9 (Äquivalenzrelation). RelationenR (wir schreiben dann∼), die die folgenden3 Gesetze erf̈ullen:

(i) ∀x ∈ A : x ∼ x (Reflexiviẗat)

(ii) ∀x, y ∈ A : [x ∼ y ⇒ y ∼ x] (Symmetrie)

(iii) ∀x, y, z ∈ A : [x ∼ y, y ∼ z ⇒ x ∼ z] (Transitiviẗat)

Beispiel:A = Z, x ∼ y :⇔ x− y durch 3 teilbar.

Vorlesung: 2004-10-27

Definition 0.10. Sei∼ Äquivalenzrelation aufA. Dann heißt

[x]∼ := {y ∈ A | x ∼ y} für x ∈ A

Äquivalenzklassezux.

x heißt (ein)Repr̈asentantderÄquivalenzklasse.

Die Menge allerÄquivalenzklassen von∼ wird mit A/∼ bezeichnet und heißtFaktormenge.

x~y

A

Abbildung 5:Äquivalenzklassen

Einschub. MMengensystem⋃
B∈M

:= {x | ∃B ∈M mit x ∈ B}

⋂
B∈M

:= {x | x ∈ B, ∀B ∈M}

Satz0.3. Die FaktormengeA/∼ ist einePartition vonA, das heißt:

(i) [x]∼ 6= 0, ∀x ∈ A

(ii) [x]∼ ∩ [y]∼ 6= 0 ⇒ [x]∼ = [y]∼

(iii)
⋃

[x]∼∈A/∼
= A

Umgekehrt erzeugtjedePartitionM vonA eineÄquivalenzrelation∼mitM = A/∼.

Beweis:

(i) x ∈ [x]∼

(ii) Seiz ∈ [x]∼ ∩ [y]∼ ⇒ x ∼ z, y ∼ z ⇒ x ∼ y
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Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 0,§6 Relationen

Sei nunx′ ∈ [x]∼ ⇒ x′ ∼ x ⇒ x′ ∼ y
⇒ x′ ∈ [y]∼, d.h.[x]∼ ⊂ [y]∼
Analog folgt[y]∼ ⊂ [x]∼

(iii) Seix ∈ A ⇒ x ∈ [x]∼

Definition 0.11. Umgekehrt seiM Partition vonA. Wir definieren eine Abbildungf : A → M

x 7→ MengeBx ∈M , diex entḧalt

Jetztx ∼ y :⇔ f(x) = f(y) ⇒ ∼ Äquivalenzrelation.

Allgemein geḧort zu jeder Abb.f : A → B eineÄquivalenzrelation∼:

x ∼ y :⇔ f(x) = f(y)

JedeÄquivalenzrelation entsteht auf diese Weise.

k : A → A/∼
x7→[x]∼

heißtkanonische Abbildung.

Satz 0.4 (Grundform des Homomorphiesatzes). Sei f : A → B eine Abbildung undk : A → A/f die
kanonische Abbildung auf die Faktormenge. Dann existiert eine injektive Abbildungf : A/f → B mit f = f ◦k.

Ist f surjektiv, so istf bijektiv.

f: A B

A/f

k

f

f

Abbildung 6: Skizze zum Homomorphiesatz

Beweis:

Def f : A/f → B durchf([x]∼) := f(x)

[x]∼ = [y]∼ (d.h. wennx ∼ y)
?⇒ f([x]∼) = f([y]∼).

Aberx ∼ y bedeutetf(x) = f(y), also ist Def unabh. vom Repräsentantenx ∈ [x]∼.

Nun istf ◦ k = f

Ausf([x]∼) = f([y]∼) folgt f(x) = f(y), alsox ∼ y, also[x]∼ = [y]∼.

LATEXBuild: 10. August 2005, 16:32 10



Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 1, Grundbegriffe der Algebra

1 Grundbegriffe der Algebra

§1 Lineare Gleichungssysteme

Lineares Gleichungssystem (LGS):

a11x1 + . . . + a1nxn = b1

...
...

...
am1x1 + . . . + amnxn = bm

(1)

x1 . . . xn Unbekannte (Variable) des LGS.
a11 . . . amn die Koeffizienten.
b1 . . . bm Konstanten auf der rechten Seite.

Hierbei sind zun̈achstaij , bij ∈ R, also handelt es sich um ein reelles LGS. Gesucht sind reelle Zahlenx1 . . . xn,
die das LGS l̈osen.

Jedesn−Tupel(x1, . . . , xn) solcher Zahlen heißtLösungdes LGS.

Für einreellesLGS gibt es die folgenden M̈oglichkeiten

(i) (1) ist unlösbar

(ii) (1) hat genau eine L̈osung

(iii) (1) hat unendlich viele L̈osungen

Beispiel:

x1 + x2 = 1
2x1 + 2x2 = 4

}
⇒ unlösbar

x1 + x2 = 0
x1 − x2 = 2

}
⇒ x1 = 1

x2 = −1 einzige Lsg

x1 + x2 = 1
3x1 + 3x2 = 3

}
⇒ Jedes Paar(t, 1− t), t ∈ R ist Lsg

Ist in (1) b1 = . . . = bn = 0, so nennt man das LGShomogen, andernfallsinhomogen. Ein homogenes LGS hat
immer dietriviale Lösung(0, . . . , 0), hier sucht man nachnicht trivialenLösungen.

”
Blockschreibweise“: a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn


 x1

...
xn

 =

 b1

...
bm



§2 Gruppen

Betrachte MengeA 6= ∅ mit einerVerkn̈upfung.

Formal ist eine Verkn̈upfung eine Abbildung

f : A×A → A
(x,y) 7→f(x,y)

Statt

∣∣∣∣ f

f(x, y)

∣∣∣∣ schreibt man hier:

∣∣∣∣ +, ·, ◦, ∗, . . .
x + y, x · y, x ◦ y, . . .

∣∣∣∣
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Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 1,§2 Gruppen

Beispiel:

(i) N, Z, Q, R mit + bzw ·

(ii) Komposition von Abb:A := BB = {f : B → B Abb}

(iii) P(B), ∪, ∩, \, ∆ (A∆C = (A\C) ∪ (C\A))

Verknüpfungen k̈onnenkommutativsein

x ◦ y = y ◦ x ∀x, y ∈ A (
”
Kommutativgesetz“)

Verknüpfungen k̈onnenassoziativsein

(x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z) ∀x, y, z ∈ A (
”
Assoziativgesetz“)

Vorlesung: 2004-10-29

Definition 1.1. Eine MengeA 6= ∅ mit einer Verkn̈upfung◦ heißtHalbgruppe, wenn das Assoziativgesetz erfüllt
ist. Gilt auch das Kommutativgesetz, so heißt die Halbgruppekommutativ.

Schreibweise:(A, ◦)
Klammern bei Ausdr̈ucken(x ◦ y) ◦ z werden weggelassen:x ◦ y ◦ z. Speziell:xn := x ◦ . . . ◦ x︸ ︷︷ ︸

n−mal

Definition 1.2. Sei(A, ◦) Halbgruppe. Existiert eine ∈ A mit

x ◦ e = e ◦ x = x ∀x ∈ A

so heißte Neutralelement.

Es gibt ḧochstens ein Neutralelement in einer Halbgruppe.

Beweis:Angenommene, e′ Neutralelemente⇒ e = e ◦ e′ = e′.

Definition 1.3. Sei(A, ◦) Halbgruppe mit Neutralelemente.

Existiert zu einemx ∈ A ein Elementx−1 ∈ A, dasx ◦ x−1 = x−1 ◦ x = e erfüllt, so heißtx−1 dasInversezux.
Existiertx−1, so ist das Inverse eindeutig.

Beweis:Seienx−1, x′ Inverse zux ∈ A

⇒ x ◦ x−1 = x−1 ◦ x = e
x ◦ x′ = x′ ◦ x = e

⇒ x ◦ x−1 = x ◦ x′ ⇒ x−1 ◦ x ◦ x−1 = x−1 ◦ x ◦ x′ ⇒ x−1 = x′

Beispiel:

(i) (N,+), (Z,+) Halbgruppen.(Z,+) hat neutr. Element0. (Z,+) hat Inverses.

(R, ·), (Q, ·) Halbgruppen mit Neutralelement1. 0 hat kein Inverses.
⇒ (Q\{0}, ·), (R\{0}, ·) komm. Halbgruppe mit Neutralelement1 und Inversenx−1 = 1

x .

(ii) (BB , ◦) nicht komm. Halbgruppe mit NeutralelementidB .
I.A. gibt es keine Inversen, nur für bijektivef : B → B ist das Inverse die Umkehrabbildungf−1.

(iii) (P(A),∪) komm. Halbgruppe mit Neutralelement∅, keine Inversen.

(P(A),∆) komm. Halbgruppe mit Neutralelement∅. JedesB ⊂ A ist zu sich selbst invers!B∆B = ∅.
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Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 1,§2 Gruppen

Definition 1.4. SeiA eine Menge mit einer Verkn̈upfung◦
(A, ◦) heißtGruppe, wenn

(i) (A, ◦) ist Halbgruppe

(ii) (A, ◦) besitzt Neutralelemente

(iii) Jedesx ∈ A besitzt ein Inversesx−1

Ist (A, ◦) kommutativ, so spricht man von einerabelschen Gruppe.

Stattx ◦ y schreibt man ḧaufigxy und redet von der GruppeA.

Bei abelschen Gruppen wird häufig+ geẅahlt. Statte benutzt man dann meist0 und stattx−1 schreibt man−x
undx− y := x + (−y).

Bemerkung: Axiome (ii ), (iii ) kann man abschẅachen:

(i) Es existiert ein linksneutrales Element:

e ◦ x = x ∀x ∈ A

(ii) Es existiert zu jedemx ∈ A ein linksinverses Elementx−1

x ◦ x−1 = e

Beweis:

Vor.: exe: e ◦ x = x ∀x und es ex. zux einx−1 mit x−1 ◦ x = e.

Beh.:x ◦ e = x ∀x und x ◦ x−1 = e ∀x.

Zu x−1 ex ein Linksinversesx′ mit x′ ◦ x−1 = e

⇒ x′ ◦ x−1 ◦ x = e ◦ x = x

x′ ◦ x−1 ◦ x = x′ ◦ e

⇒ x′ ◦ e = x

⇒ x ◦ e = x ◦ x−1 ◦ x = x′ ◦ e ◦ x−1︸ ︷︷ ︸
=x−1︸ ︷︷ ︸

=e

◦x = x

x′ = e ◦ x′ = x′ ◦ e = x

⇒ x ◦ x−1 = e

Satz1.1. Sei(A, ◦) eine Halbgruppe. Dann ist(A, ◦) genau dann eine Gruppe, wenn zu jedemx, y ∈ A Elemente
z, z ∈ A existieren, diex ◦ z = y undz ◦ x = y erfüllen.

Diese Elementez, z sind dann eindeutig bestimmt.

Beweis:Ist (A, ◦) Gruppe, so gilt (*) mitz = x−1 ◦ y undz = y ◦ x−1

Umgekehrt gelte (*)!
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Neutralelement:

Seix0 ∈ A (ex, weilA 6= ∅)
⇒ ∃e, e′ ∈ A mit x0 ◦ e = x0, e′ ◦ x0 = x0

(∗)⇒ x0 ◦ e = e′ ◦ x0 = x0

x ∈ A beliebig ⇒ ∃z, z mit x0 ◦ z = x, z ◦ x0 = x

⇒ e′ ◦ x = e′ ◦ x0 ◦ z = x0 ◦ z = x

x ◦ e = z ◦ x0 ◦ e = z ◦ x0 = x

}
x = e

x = e′
⇒ e′ ◦ e = e ⇒ e′ = e

Vorlesung: 2004-11-03

Inverses:

Setzey = e ⇒ ∃z, z ∈ A : x ◦ z = e, z ◦ x = e

⇒ z ◦ x︸︷︷︸
=e

◦z = z ◦ e ⇒ z = z ⇒ z erfüllt x ◦ z = z ◦ x = e ⇒ z ist Inverses zux

Also (A, ◦) Gruppe.

Eindeutigkeit:

Seix ◦ z = y, z ◦ z = y

⇒ x ◦ z = x ◦ z ⇒ x−1 ◦ x︸ ︷︷ ︸
=e

◦z = x−1 ◦ x︸ ︷︷ ︸
=e

◦z

⇒ z = z

Beispiel:

(i) (Z,+), (Q,+), (R,+), NE 0, abelsch

(ii) (Q\{0}, ·), (R\{0}, ·), NE 1, abelsch

(iii) Zn, Qn, Rn sind abelsche Gruppen bzgl+:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn)

NE: (0, . . . , 0), Inverse von(x1, . . . , xn) ist (−x1, . . . ,−xn).

(iv) A := {a1, . . . , an} endl. Menge. Verkn̈upfung erkl̈art durchVerkn̈upfunstafel

◦ a1 · · · an

a1 a · · · ∗
...

...
...

an ∗ · · · ∗

◦ 1 2 3
1 2 1 3
2 3 1 1
3 1 1 2

keine Gruppe

Falls Gruppe:Gruppentafel.

Ist Verkn̈upfungstafel Gruppentafel, dann tritt zu jeder Zeile (undin jeder Spalte) jedes Element vonA
genau einmal auf.

Beispiel:

◦ 0 1
0 0 1
1 1 0

Beispiel:
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◦ e a b
e e a b
a b e a
b a b e

Nicht assoziativ:

(a ◦ e) ◦ b = b ◦ b = e

a ◦ (e ◦ b) = a ◦ b = a

(v) Die MengeBB := {f : B → B Abb} ist mit ◦ (Komposition) keineGruppe (falls|B| ≥ 2).

”
Konstante“ Abbildungen haben hier kein Inverses (Inverses = Umkehrabbildung).

Die TeilmengeSB := {f : B → B, fbijektiv } ist eine Gruppe bzgl.◦ mit NeutralelementidB und Inversen
f−1 (Umkehrabb.). Sie heißtSymmetrische Gruppe.

Sei jetztB := {1, . . . ,m}. StattSB schreiben wirSm.
Sm heißt auchPermutationsgruppeund die Elementeπ ∈ Sm heißenPermutationen. Schreibweise:

π =
(

1 · · · m
π(1) · · · π(m)

)
, id =

(
1 · · · m
1 · · · m

)

Satz1.2. |Sm| = m! (m! := 1 · 2 · . . . · (m− 1) ·m)

Beweis:Wir beweisen allgemeiner: SeienA,B Mengen mitm Elementen:

A = {a1, . . . , am}, B = {b1, . . . , bm}

Behaptung:|{f : A → B | f bijektiv }| = m!

Induktion nachm: m = 1 stimmt.

m− 1 → m (m ≥ 2):
BetrachteΦ : A → B bijektiv.
Seiϕ(an) = bj ∈ B. Wieviele bijektive AbbildungenΦ : A → B mit Φ(an) = bj gibt es?

Zu jedem solchenΦ existiert einΦ : A = {a1, . . . , am−1} → B\{bj} = {b1, . . . bj−1, bj+1, . . . , bm}, Φ
bijektiv.

Nach IV ex(m− 1)! derartige Abb.
Insgesamt gibt es alsom · (m− 1)! = m! bijektive Abbildungen vonA → B.

Beispiel:S3 hat3! = 6 Elemente:

π1 =
(

1 2 3
1 2 3

)
π2 =

(
1 2 3
2 3 1

)
π3 =

(
1 2 3
3 1 2

)
π4 =

(
1 2 3
1 3 2

)
π5 =

(
1 2 3
3 2 1

)
π6 =

(
1 2 3
2 1 3

)
◦ π1 π2 π3 π4 π5 π6

π1 π1 π2 π3 π4 π5 π6

π2 π2 π3 π1 π6 π4 π5

π3 π3 π1 π2 π5 π6 π4

π4 π4 π5 π6 π1 π2 π3

π5 π5 π6 π4 π3 π1 π2

π6 π6 π4 π5 π2 π3 π1

nicht kommutativ
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π5 ◦ π4 =
(

1 2 3
3 1 2

)
= π3

π4 ◦ π5 =
(

1 2 3
2 3 1

)
= π2

EineTranspositionist eine Permutation, die2 Elemente vertauscht, und die anderen fest lässt.
Schreibweise: (i < j)

τ (i,j) =
(

1 2 . . . i− 1 i i + 1 . . . j − 1 j j + 1 . . . m
1 2 . . . i− 1 j i + 1 . . . j − 1 i j + 1 . . . m

)

Satz1.3. Jedesπ ∈ Sm, m ≥ 2 ist Verkettung von Transpositionen

Beweis:Vollständige Induktion nachm

m = 2 :

S2 =
((

1 2
1 2

)
,

(
1 2
2 1

))
stimmt

Es gilt: τ (i,j) ◦ τ (i,j) = id, d.h.τ (i,j) = (τ (i,j))−1.

Vorlesung: 2004-11-05

m− 1 → m (m ≥ 3):

Seiπ ∈ Sm.
Fall 1:

π(m) = m

⇒ π =
(

1 · · · m− 1 m
π(1) · · · π(m− 1) m

)
⇒ ∃ Transpositioneñτ1, . . . , τ̃k ∈ Sm−1 mit π̃ = π̃1 ◦ . . . ◦ π̃k

Setzeτi :=
(

1 · · · m− 1 m
τ1(1) · · · τi(m− 1) m

)
∈ Sm i = 1..k

⇒ π = τ1 ◦ . . . ◦ τk

Fall 2:

π(m) = n (n < m) ⇒ π′ := τ (n,m) ◦ π ⇒ π′(m) = m

Fall 1⇒ π′ = τ1 ◦ . . . ◦ τr (τi Transposition)

⇒ π = τ (n,m) ◦ τ1 ◦ . . . ◦ τr

Beispiel:

π =
(

1 2 3 4 5 6
5 3 2 6 4 1

)
π(1,5) ◦ π 1 3 2 6 4 5
π(2,3)◦ 1 2 3 6 4 5
π(4,6)◦ 1 2 3 4 6 5
π(5,6)◦ 1 2 3 4 5 6

 ⇒ π(5,6) ◦ π(4,6) ◦ π(2,3) ◦ π(1,5) ◦ π = id

⇒ π = π(1,5) ◦ π(2,3) ◦ π(4,6) ◦ π(5,6)
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Bemerkung: Die Darstellung als Produkt von Transpositionen ist nichteindeutig. Gibt es eine Darstellung vonπ
mit einer geraden Anzahl von Transpositionen, so besteht jede Darstellung vonπ aus einer geraden Anzahl von
Transpositionen.

Definition 1.5. Eine Permutationπ ∈ Sm heißtgerade, wenn es eine Darstellung vonπ durch eine gerade Anzahl
von Transpositionen gibt, andernfalls heißtπ ungerade.

Bemerkung:

• id ist gerade.

• π, π′ gerade⇒ π ◦ π′ gerade

• π gerade⇒ π−1 gerade

Also bilden die geraden Permutationen mit◦ eine Gruppe (Untergruppe vonSm).

Definition 1.6. Sei(A, ◦) eine Gruppe undB ⊂ A. B heißtUntergruppevonA, wenn◦ eingeschr̈ankt aufB eine
Verknüpfung ist, und(B, ◦) eine Gruppe ist.

Bemerkung:

(i) Ist B Untergruppe vonA, so ist das Neutralelement vonB gleich dem Neutralelement vonA.

Beweis:NeutralelementeeA, eB ⇒ eB︸︷︷︸
=eB◦eB

= eB ◦ eA
Satz1.1⇒ eA = eB

(ii) Ist B Untergruppe vonA, x ∈ B, so ist das Inverse vonx in B gleich dem Inversen vonx in A.

Beweis:x−1
B ◦ x = e = x−1

A ◦ x ⇒ x−1
A = x−1

B

Satz1.4. Sei(A, ◦) eine Gruppe undB ⊂ A. Dann giltB ist Untergruppe vonA :⇔

(i) e ∈ B

(ii) mit x ∈ B gilt auchx−1 ∈ B

(iii) mit x, y ∈ B gilt auchx ◦ y ∈ B

Beweis:

”
⇒ “: stimmt

”
⇐ “: Wegen (iii ) ist ◦ eine Verkn̈upfung aufB. Assoziativiẗat gilt in B, weil sie inA gilt.

Die Existenz des Neutralelement folgt aus (i). Die Existenz des Inversen folgt aus (ii ).

Variante von Satz1.4: (A, ◦) Gruppe,B ⊂ A. Dann giltB Untergruppe :⇔ B 6= ∅ und ausx, y ∈ B folgt
x ◦ y−1 ∈ B.

Beweis:

”
⇒ “: stimmt

”
⇐ “: WegenB 6= ∅ ex. einx0 ∈ B ⇒ x0 ◦ x−1

0︸ ︷︷ ︸
=e

∈ B ⇒ (i)

Seix ∈ B. Wegene ∈ B gilt danne ◦ x−1 ∈ B ⇒ (ii )
Seienx, y ∈ B. Wegeny−1 ∈ B folgt x ◦ (y−1)−1︸ ︷︷ ︸

=x◦y

∈ B ⇒ (iii )
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Beispiel:Für jedesm ∈ N ist mz := {mx | x ∈ Z} eine Untergruppe von(Z,+).

Definition 1.7. Seien(A, ◦), (B, ∗) Gruppen. Einne Abbildungf : A → B heißt (Gruppen-)Homomorphismus,
wenn

f(a ◦ b) = f(a) ∗ f(b) ∀a, b ∈ A

gilt. Ein bijektiver Homomorphismus heißtIsomorphismus. Gibt es einen Isomorphismusf : A → B, so heißen
die GruppenA undB isomorph. SchreibweiseA ∼= B. Gilt A = B und◦ = ∗, so heißt ein Isomorphismusf auch
Automorphismus.

Bemerkung:

(i) Sinde, e′ die Neutralelemente vonA,B, f : A → B Homomorphismus, so giltf(e) = e′.

Beweis:

f(e) = f(e ◦ e) = f(e) ∗ f(e)
= e′ ∗ f(e)

}
Satz1.1⇒ f(e) = e′

Weiter istf(x−1) = (f(x))−1

Beweis:f(e)︸︷︷︸
=e′

= f(x ◦ x−1 = f(x) ∗ f(x−1) ⇒ f(x−1) = f(x)−1

(ii) Zu jedem Homomorphismusf : A → B geḧoren zwei Untergruppen:

• f(a) = {f(x) | x ∈ A} Untergruppe vonB.

• Kern f := {x ∈ A | f(x) = e′} = f−1({e}) Untergruppe vonA.

Denn e ∈ Kern f . Seienx, y ∈ Kern f ⇒ f(x ◦ y−1) = f(x) ∗ f(y−1) = f(x) ∗ (f(y))−1 =
e′ ∗ (e′)−1 = e′ ⇒ x ◦ y−1 ∈ Kern f .

(iii) f ist surjektiv :⇔ f(A) = B

f ist injektiv :⇔ Kern f = {e}

Beweis:

f inj ⇔ [f(x) = f(y) ⇒ x = y]

⇔ [f(x) ∗ f(y)−1︸ ︷︷ ︸
=f(x◦y−1)

= e′ ⇒ x ◦ y−1 = e]

⇔ Kern f = {e}

Vorlesung: 2004-11-10

f : A → A′ Homomorphismus,(A, ◦), (A′, ∗) Gruppen, das heißtf(x ◦ y) = f(x) ∗ f(y)

A/f = {[x]∼ | x ∈ A}
x ∼ y :⇔ f(x) = f(y)

⇔ f(x) ∗ f(y)−1 = e′

⇔ f(x ◦ y−1) = e′
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x ∼ y ⇔ x ◦ y−1 ∈ Kern f

Können wirA/f zu einer Gruppe machen? Verknüpfung·?
Ansatz:

[x]∼ · [y]∼ := [x ◦ y]∼ (2)

x′ ∼ x, y′ ∼ y
?= x′ ∼ y′ ∼ x ∼ y

x′ ∼ x ⇔ f(x) = f(x′)
y′ ∼ y ⇔ f(x) = f(y′)

}
weil f Homomorphismus

⇒ x′ ◦ y′ ∼ x ◦ y ⇔ f(x ◦ y) = f(x′ ◦ y′)

also ist (2) eine sinnvolle Definition.

Wohldefiniertheit von (2) kann auch als Eigenschaft des Kerns angesehen werden:

x′ ◦ x−1, y′ ◦ y−1 ∈ Kern f

⇒ x′ ◦ y′ ◦ y−1 ◦ x−1 ∈ Kern f

Neue Schreibweise:A/Kern f stattA/f .

Satz1.5 (Homomorphiesatz für Gruppen). Seien(A, ◦), (A′, ∗) Gruppen,f : A → A′ Homomorphismus.

(i) (A/Kern f , ·) ist eine Gruppe und die kannonische Abbildungk : A → A/Kern f ist Homomorphismus.

(ii) Es gibt einen injektiven Homomorphismusf : A/Kern f → A′ mit f ◦ k = f .

(iii) Ist f surjektiv, so istf ein Isomorphismus, also giltA/Kern f
∼= A′.

A A´

A/Kern f

k

f

f

Abbildung 7: Skizze zum Homomorphiesatz für Gruppen

Beweis:

(i) Assoziativiẗat:

[x]∼ · ([y]∼ · [z]∼) = [x]∼ · [y ◦ z]∼
= [x ◦ (y ◦ z)]∼ = [(x ◦ y)] ◦ z]∼
= ([x]∼ · [y]∼) · [z]∼

Neutrales Element:[e]∼, denn

[x]∼ · [e]∼ = [x ◦ e]∼ = [x]∼ = [e]∼ · [x]∼

Inverse Elemente:[x]−1
∼ := [x−1]∼, denn

[x]∼ · [x−1]∼ = [x ◦ x−1]∼ = [e]∼ = [x−1]∼ · [x]∼
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⇒ A/Kern f Gruppe.

k : x 7→ [x]∼.

k(x ◦ y)︸ ︷︷ ︸
[x◦y]∼

= k(x)︸︷︷︸
[x]∼

· k(y)︸︷︷︸
[y]∼

folgt aus der Definition von
”
·“.

Für (ii ), (iii ) bleibt nurnoch zu zeigen, dassf Homomorphismus. Rest folgt aus Satz0.4.

f : [x]∼ 7→ f(x)
A/Kern f → A′

f([x]∼ · [y]∼) ?= f([x]∼) ∗ f([y]∼)

f([x ◦ y]∼) = f(x) ∗ f(y)

f(x ◦ y) = f(x) ∗ f(y)

klar, daf Homomorphismus.

Korollar 1.6. Es gilt:A/Kern f
∼= f(A).

Definition 1.8. A/Kern f heißtFaktorgruppe.

Verfahren funktioniert auch allgemeiner:

SeiB Untergruppe vonA, x ∼ y :⇔ x ◦ y−1 ∈ B. Funktioniert dann (2) als Definition von· aufA/B?

Im allgemeinen nicht! Nur, wennB die Eigenschaft

x′ ◦ x−1, y′ ◦ y−1 ∈ B ⇒ x′ ◦ y′ ◦ y−1 ◦ x−1 ∈ Kern (3)

hat.

Untergruppen, die (3) erfüllen, heißenNormalteiler. Es gilt: IstA abelsch, so ist jede Untergruppe Normalteiler.

x ◦B = B ◦ x ∀x ∈ A (x ◦B := {x ◦ b | b ∈ B})

Beispiel: (Z,+), UntergruppenZ (n ∈ N) : Z/mZ

x ∼ y :⇔ x− y ∈ mZ
[0]∼, [1]∼, . . . , [m− 1]∼

§3 Körper und Ringe

MengenA mit zwei Verkn̈upfungen+ und·, Neutralelemente0 und1, Inverse−x undx−1 = 1
x .

Definition 1.9. (A,+, ·) heißtKörper, wenn

(i) (A,+) ist abelsche Gruppe

(ii) (A\{0}, ·) ist abelsche Gruppe

(iii) ∀x, y, z ∈ A : x · (y + z) = (x · y) + (x · y) und(x + y) · z = (x · z) + (y · z) (Distributivgesetz)

Konvention: Statt

∣∣∣∣ x · y
(xy) + z

∣∣∣∣ schreibt man

∣∣∣∣ xy

xy + z

∣∣∣∣.
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Bemerkung:

(i) Ein Körper besitzt≥ 2 Elemente (weil0 und1 existieren).

Beispiel:A := {0, 1}

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Dieser K̈orper heißtF2.

(ii) Es giltx · 0 = 0 · x ∀x ∈ A, denn

x · x = x · (x + 0) = x · x + x · 0
⇒ x · 0 = 0

(iii) ∀x, y ∈ A : x · (−y) = −x · y, denn

xy + x(−y) = x(y − y) = x · 0 = 0

(iv) x · y = 0 ⇒ [x = 0 ∨ y = 0], denn

x 6= 0, x · y = 0 ⇒ x−1 · x︸ ︷︷ ︸
1

·y = 0

⇒ y = 0

Vorlesung: 2004-11-12

Beispiel:

• R, Q

• A := {x +
√

(2)y | x, y ∈ Q}

• Restklassenk̈orper Fp
p Primzahl

(F2 kennen wir schon)

BetrachteZm = Z/mZ = {[0]∼, [1]∼, . . . , [m− 1]∼︸ ︷︷ ︸
Restklassen

} ist abelsche Gruppe (bzgl+).

Definition einer Multiplikation aufZm:

[x]∼ · [y]∼ = [x · y]∼

sinnvoll, da repr̈asentantenunabhängig.

x′ ∼ y, y′ ∼ y ⇒ x′ · y′ ∼ x · y

Das heißt

x− x′ = mr, y − y′ = ms, r, s ∈ Z

⇒ xy − x′y′ = (x′ + mr)(y′ + ms)− x′y′

= m · (ry′ + sx′ + mrs︸ ︷︷ ︸
∈Z

AusZ übertr̈agt sich auf(Zm,+, ·):
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• Assoziativiẗat bzgl·

• Kommutativiẗat bzgl·

• Distributivgesetze

• Neutralelement bzgl· ist [1]∼

Inverse bzgl·??

Seim keine Primzahl⇒ m = p · q (p, q ∈ Z)

[m]∼ = [0]∼ ← NE bzgl+
q

[p · q]∼ = [p]∼︸︷︷︸
6=[0]∼

· [q]∼︸︷︷︸
6=[0]∼

⇒ (Zm,+, ·) keinKörper!!

Satz1.7. Seim ∈ N , m ≥ 2. Dann gilt:

Zm Körper :⇔ m Primzahl

Beweis:

”
⇒ :“ schon gezeigt.

”
⇐ :“

Seim Primzahl. Was fehlt noch von den Körperaxiomen?

(i) · ist Verkn̈upfung aufZm\{[0]∼]}

(ii) Existenz von Inversen (bzgl·)

Dazu zeigen wir:

Seien[x]∼, [y]∼, [z]∼ ∈ Zm, [x]∼ 6= [0]∼
mit [x]∼ · [y]∼ = [x]∼ · [z]∼
⇒ [y]∼ = [z]∼

Beweis:

Aus (3) folgt [xy − xz]∼ = [0]∼ ⇔ [x(y − z)]∼ = [0]∼

⇒ x(y − z) = ms, s ∈ Z
m prim⇒ m teilt x︸ ︷︷ ︸

nein, wegen[x]∼ 6=[0]∼

oder m teilt (y − z)

⇒ m teilt (y − z) ⇒ [y]∼ = [z]∼

zu (i): [x]∼, [y]∼ 6= [0]∼ ⇒ [x]∼ · [y]∼ 6= [0]∼ = [x]∼ · [0]∼

zu (ii ): Sei[x]∼ 6= [0]∼

⇒ [x]∼ · [1]∼, [x]∼ · [2]∼, . . . , [x]∼ · [m− 1]∼

paarweise verschieden! Das sindm− 1 6= [0]∼ Elemente. Also ist eins davon[1]∼.

Neue Schreibweise: Stattx ∼ y (d.h.[x]∼ = [y]∼) schreibt man

x ≡ y mod m (x kongruenty modulom)
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Beispiel:

n = 5 (⇒ Zm Körper)

[43]−1
∼ =? Gesuchtx : 43x ≡ 1 mod 5, x ∈ {1, 2, 3, 4}

= ([4]−1
∼ )3 [4]−1

∼ = [4]∼
= [43]∼ = [4]∼

Lösung von4x ≡ 3 mod 5?

⇔ 4 · 4︸︷︷︸
16≡1

·x = 4 · 3 mod 5

⇔ x ≡ 12 mod 5

⇒ x = 2 ist Lösung, alle L̈osugenx = 2 + 5r, r ∈ Z.

m = 6: Lsg von4x = 3 mod 6?

· 1 2 3 4 5
4 4 2 0 4 2

⇒ Gleichung unl̈osbar.

Definition 1.10. Seien(A,+, ·) und(A′,+′, ·′) Körper. Eine Abbildungf : A → A′ heißtHomomorphismus,
wenn

f(x + y) = f(x) +′ f(y)
f(x · y) = f(x) ·′ f(y)

∀x, y ∈ A

gilt. Desweiteren muss geltenf(0) = 0′ undf(1) = 1′. Ein bijektiver Homomorphismus heißtIsomorphismus, A
undA′ heißen dannisomorphA ∼= A′.

Bemerkung: Ist p Primzahl, so k̈onnen wirFp := {0, 1, 2, . . . , p− 1} mit der Abbildung

f : Zp → Fp
[x]∼ 7→r

x = r + ms, s ∈ Z, r ∈ {0, . . . , p− 1}

und den dadurch induzierten Verknüpfungen+ und· zu einem K̈orper machen, der zuZp isomorph ist.

Bemerkung: In Fp gilt

1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
p−Mal

= 0

Man nenntp die Charakteristik vonFp.

Ist K ein beliebiger K̈orper (mit Nullelementen0 und1), so heißt die kleinste Zahlp ∈ N mit

1 + 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
p−Mal

= 0

dieChrakteristikvonK.

Gibt es kein geeignetesp, so hatK die Charakteristik0.

Der Körper der komplexen Zahlen

Wir betrachten(R2,+) abelsche Gruppe mit

• (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d)
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• Neutralelement(0, 0)

• Inversen−(x, y) = (−x,−y)

Multiplikation aufR2?

(a, b) · (c, d) := (ac− bd, ad + bc)

(a + ib)(c + id) = ac + ibc + iad + i2
=−1

bd

Vorlesung: 2004-11-17

⇒ · kommutativ, assoziativ, distributiv.

[(a, b) + (c, d)] = (a + c, b + d) · (e, f)
= (ae + ce− bf − df, af + cf + be + de)
= (a, b) · (e, f) + (c, d) · (e, f)

Neutralelement:(1, 0)

(a, b) · (1, 0) = (1, 0) · (a, b) = (a, b)

Inverses zu(a, b) 6= (0, 0):(
a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
Denn

(a, b) ·
(

a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
︸ ︷︷ ︸�

a2+b2

a2+b2
,

a(−b)+ab

a2+b2

�
=(1,0)

= (1, 0)

Satz1.8. (R2,+, ·) ist ein Körper.

Definition 1.11. (R2,+, ·) heißt Körper derkomplexen Zahlen. Schreibweise:C.

z ∈ C : z = (a, b)

a heißtRealteilundb heißtImagin̈arteil vonz.

Die Elementez = (a, 0), a ∈ R bilden einen Unterk̈orper vonC, der isomorph zuR ist.

(a, 0) · (b, 0) = (a · b, 0) (a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0)
(1, 0)

(a, 0)−1 =
(

1
a2 + 02

,
0

a2 + 02

)
=
(

1
a
, 0
)

(a 6= 0)

Isomorphismusf : R → {(a, 0) | a ∈ R}
a7→(a,0)

.

Neue Darstellung vonz ∈ C.

(a, b) = (a, 0) + (0, 1)(b, 0)︸ ︷︷ ︸
(0,b)
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Setzei = (0, 1).

Ersetze

(a, 0) ↔ a

(b, 0) ↔ b

⇒ (a, b) = a + ib ⇒ Rechnen wie inR.

i2 = −1

(0, 1)︸ ︷︷ ︸
i

· (0, 1)︸ ︷︷ ︸
i

= (−1, 0) = −1

(a + ib) · (c + id) = (ac + i2︸︷︷︸
−1

bd + i(ad + bc)) = (ac− bd, ad + bc)

Definition 1.12. Ist z = a + ib ∈ C, so heißtz := a− ib die zuz konjugiert komplexe Zahl

Rechenregeln:

(i) z + w = z + w; z · w = z · w.

(ii) z = z.

(iii) z ∈ R ⇔ z = z.

Im

Re
1

i

z

Abbildung 8:C ∼= R2

f : C → C
z 7→z

ist ein Automorphismus.

Betrag:|z| vonz:

|z| :=
√

z · z

sinvoll, weil

z · z = (a + ib)(a− ib)

= a2 − i2b2 + aib− aib

= a2 + b2 ≥ 0

a2 + b2 = 0 ↔ z = 0.

Definition 1.13. Eine MengeA mit zwei Verkn̈upfungen+ und· heißtRing, wenn

(i) (A,+) ist abelsche Gruppe
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b

Im

Re

z

a

|z|

Abbildung 9:|z|

(ii) (A, ·) ist Halbgruppe

(iii) Beide Distributivgesetze gelten

a(b + c) = ab + ac

(a + b)c = ac + bc

}
∀a, b, c ∈ A

Gelten in(A, ·) die Kommutativgesetze, so heißt der Ringkommutativ. Existiet ein Neutralelement1 in (A, ·), so
spricht man von einemRing mit Eins.

Definition 1.14. Seien(A,+, ·), (A′,+′, ·′) Ringe. Eine Abbildungf : A → A′ heißt (Ring-)Homomorphismus,
wenn

(i) f(a + b) = f(a) +′ f(b)

(ii) f(a · b) = f(a) ·′ f(b)

für allea, b ∈ A gilt. Sind beides Ringemit Eins (1 bzw.1′), so verlangt man zusätzlichf(1) = 1′.

Beispiel:

(i) Jeder K̈orperK ist kommutativer Ring mit Eins.

(ii) Z ist kommutativer Ring mit Eins.

(iii) (P(A),∆,∪) ist kommutativer Ring mit Eins.

(iv) Zm ist kommutativer Ring mit Eins(m ≥ 2).

Ausflug in die Kryptographie

σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}

σ Permutation.

Verschl̈usselung: Nachricht als Folgem1,m2, . . . mit mi ∈ {1, . . . , n}. Gesendet wirdσ(m1), σ(m2), . . . Dechif-
friert wird mit σ−1.

Öffentlicher Schl̈ussel:σ, n

Geheimschl̈ussel:σ−1.

Frage: Gibt esσ, so dassσ−1 nicht für jeden berechnbar ist?.
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Jeder kann
schicken, nurT
kann mit σ−1

entschl̈usseln.

σ(x)−−−→ T
σ,n

σ−1(x)−−−−→ Jeder kann ent-
schl̈usseln, aber
nur T kann
verschicken.

Einschub aus§1.6:

Sei m ∈ N, x1, . . . , xϕ(m) die zum teilerfremden Zahlen aus{1, . . . ,m}, ϕ(m) Anzahl dieser teilerfremden
Zahlen.ϕ heißtEulerscheϕ-Funktion.

Einschub. x, y heißenteilerfremd, wenn es keinr ∈ N gibt, mit

x = r · u y = r · v u, v ∈ Z, r 6= 1

⇒ ggT(x, y) = 1.

Es gilt: Seienx, m ∈ Z.

x, m teilerfremd :⇔ Es gibt eine Darstellungrx + sm = 1, r, s ∈ Z (4)

Man findet (4) mit dem euklidischen Algorithmus.

Beispiel:ggT(21, 8) = 1

21 = 2 · 8 + 5
8 = 1 · 5 + 3
5 = 1 · 3 + 2
3 = 1 · 2 + 1
2 = 2 · 1 + 0

⇒ 1 = −3 · 21 + 8 · 8.

Vorlesung: 2004-11-19

Satz1.9. B := {x1, . . . , xϕ(m−1)} mit Multiplikation

(x, y) 7→ x · y mod m

ist abelsche Gruppe.

Beweis:

(i) x, y teilerfremd zum ⇒ x ·y mod m teilerfremd zum. Dennx, y teilerfremd zum ⇒ xr + ms = 1
yr + ms = 1

.

⇒ xyrr + mu = 1

xy mod m = xy + vm

(ii) 1 ∈ B

(iii) Inverse: Seix ∈ B ⇒ x,m teilfremd

⇒ ∃ Darstellungxr + ms = 1; r, s ∈ Z
⇒ r, m teilerfremd⇒ r = r mod m ∈ B undxr + ms = 1 ⇒ xr = 1 in B.

⇒ r = x−1.
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Eigenschaften der Eulerschenϕ-Funktion.

Hatm die Primteilerp1, . . . , pn, so gilt

ϕ(m) = m

(
1− 1

p1

)
· . . . ·

(
1− 1

pn

)
Speziell f̈ur p1, . . . , pn; pi paarweise verschiedene Primzahlen:

ϕ(m) = (p1 − 1) · . . . · (pn − 1)

Noch speziellerm = pq:

ϕ(m) = (p− 1)(q − 1)
= m− p− q + 1

Beispiel:ϕ(15) = 8:

1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14︸ ︷︷ ︸
8 Sẗuck

Satz1.10(Euler-Fermat). Seiena,m ∈ N teilerfremd, dann gilt:

aϕ(m) ≡ 1 mod m

Beweis:a,m teilerfremd,x1, . . . , xϕ(m) ∈ B

⇒ x1(a mod m︸ ︷︷ ︸
∈B

), . . . , xϕ(m)(a mod m) paarweise verschieden

⇒ x1 · a · x2 · a · . . . · xϕ(m) · a︸ ︷︷ ︸
≡x1·...·xϕ(m)·aϕ(m)

≡ x1 · . . . · xϕ(m) mod m

⇒ aϕ(m) ≡ 1 mod m

Beispiel:Welchen Rest l̈asst410259 bei Division durch15?

4, 15 teilerfremd⇒ 4

8︷ ︸︸ ︷
ϕ(m) ≡ 1 mod 15

⇒ 410259 = (43)1282 · 43 E.F.⇒ 410259 ≡ 43︸︷︷︸
16·2

mod 15 ≡ 4 mod 15.

Der RSA Algorithmus (Rivest-Shamir-Adleman)

Aufgabe: Gibt es einn ∈ N, σ ∈ Sn, so dassσ−1 kaum zu berechnen ist?

Wähle zwei große Primzahlenp, q und setzen = pq ⇒ ϕ(m)

⇒ ∃ Darstellunged + ϕ(m)s = 1, d, s ∈ Z

Setzed = d + ϕ(m)s; s ∈ N, so dassd ∈ {1, . . . , ϕ(m)− 1}.

⇒ ed = 1 + ϕ(m)s′ = 1 s′ ∈ Z

⇒ ed = 1 + ϕ(m) (−s′)︸ ︷︷ ︸
>0

⇒ ed ≡ 1 mod ϕ(m)
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Setze

σ : {0, . . . , n− 1} → {0, . . . , n− 1}
x 7→ xe mod n

τ : {0, . . . , n− 1} → {0, . . . , n− 1}
y 7→ yd mod n

Behauptung:σ ◦ τ = τ ◦ σ = id{0,...,n−1} (⇒ σ, τ bijektiv undτ = σ−1)

Beweis:σ(τ(x)) = xed mod m = τ(σ(x))

1. Fallx = 0 ⇒ xed mod n = 0

2. Fallx 6= 0

⇒ x ∈ {1, . . . n− 1}, x teilerfremd zup

⇒ xp−1 ≡ 1 mod p

⇒ xed = x1+(p−1)(q−1)s = x
(
xp−1

)(q−1)s ≡ x mod p

Einschub.

x ≡ y mod p

x ≡ y mod q

}
⇒ x = y mod pq

Ist x nicht teilerfremd zup, alsox = ps ⇒ xed = 0 mod p, alsoxed ≡ x mod p. Also gilt xed ≡ x
mod p ∀x ∈ {0, . . . , n− 1}.
Analog folgtxed ≡ x mod q ∀x ∈ {0, . . . , n− 1}.
⇒ xed ≡ x mod pq︸︷︷︸

n

⇒ σ(τ(x)) = xed mod n = x.

Öffentlicher Schl̈ussel:n, e.

Geheimer Schlüssel:d. Sicher, weil zur Berechnung vond die Angabe vonϕ(n) notwendig ist. Dazu ben̈otigt man
die Zerlegungn = pq.

Vorlesung: 2004-11-24

§4 Matrizen und Polynome

Ab jetzt wird (meist) immer ein abstrakter KörperK zugrunde gelegt.

Definition 1.15. EineMatrix A (überK) vom Formatm× n, m,n ∈ N (kurz (m,n)-Matrix) ist ein rechteckiges
Schema vonm · n Körperelementen mitm Zeilen undn Spalten:

A :=

 a11 · · · a1n

...
...

...
am1 · · · amn


Kurzschreibweise:A = ((aij)) oder(aij) oder((aij))m×n.

Km×n ist die Menge aller(m,n)-MatrizenüberK.

Ist m = n, so heißtA quadratischeMatrix.
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Speziell ist

En :=


1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
...

0 0 1 0
0 0 · · · 0 1


die (n-reihige)Einheitsmatrix. Manchmal kurzE stattEn.

Ist m = 1, also

A =
(

a11 · · · a1n

)
so heißtA auchZeile(Zeilenmatrix). Istn = 1, also

A =

 a11

...
am1


so heißtA auchSpalte(Spaltenmatrix)

Bemerkung:

(i) Mit dem Kroneckersymbol

δik
, i, j ∈ N : δij :=

{
0
1

für
i 6= j

i = j

erḧalt manEn = ((δij)).

(ii) MatrizenA ∈ Km×n entsprechen(m · n)-Tupel∈ Km×n in anderer Anordnung.

Damit ergibt sich:

(i) A = B :⇔ aij = bij ∀i, j
(ii) A + B: ((aij + bij)), wennA = ((aij)), B = ((bij)) ∈ Km×n.

⇒ (Km×n,+) abelsche Gruppe (isomorph zuKm·n)

Neutrales Element: Nullmatrix

0 =

 0 · · · 0
...

...
0 · · · 0


Definition 1.16(Matrizenmultiplikation). SeiA = ((aij)) ∈ Km×n, B = ((bij)) ∈ Kn×k, dann heißtC ∈ Km×k

mit den Eintr̈agen

cij :=
n∑

r=1

air · brj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k

dasProduktC = A ·B vonA undB.

Beispiel:

•

 1 2
0 1
0 0


=A

·
(

1 1
0 1

)
=B

=

 1 3
0 1
0 0



LATEXBuild: 10. August 2005, 16:32 30



Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 1,§4 Matrizen und Polynome

B ·A existiert nicht!

•

 1 2
0 1
0 0


=A

·
(

1 1 0
0 1 1

)
=B

=

 1 3 2
0 1 1
0 0 0

 ∈ R3×3

B ·A =
(

1 3
0 1

)
∈ R2×2

Satz1.11. Die folgenden Matrizenprodukte seien jeweils erklärt. Dann gilt

(i) (AB)C = A(BC) für A ∈ Km×k, B ∈ Kk×r, C ∈ Kr×n (Assoziativiẗat)

(ii) A(B + C) = AB + AC für A ∈ Km×n, B,C ∈ Kn×k (Distributivität 1)

(A + B)C = AC + BC für A,B ∈ Km×n, C ∈ Kn×k (Distributivität 2)

(iii) AEn = A für A ∈ Km×n

EnA = A für A ∈ Kn×k

Schreibweise f̈ur Beweis:

(A)ij =̂ (i, j)-tes Element vonA

Beweis:

(i) Assoziativiẗat

((AB)C)ij =
∑

k

(AB)ijckj

=
∑

k

(
∑

r

aijbrk)ckj

=
∑

k

∑
r

(airbrkckj)

=
∑

r

air(
∑

k

brkckj)

=
∑

r

air(BC)rj

= (A · (B · C))ij

(ii) A(B + C) = AB + AC, denn

(A(B + C))ij =
∑

k

aik(B + C︸ ︷︷ ︸
bkj+ckj

)kj

=
∑

k

aikbkj︸ ︷︷ ︸
(AB)ij

+
∑

k

aikckj︸ ︷︷ ︸
(AC)ij

= (AB + AC)ij

(A + B)C = AC + BC analog.

(iii) (AEn)ij =
∑

k

aikδkj = aij
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Bemerkung: Auch für quadratische MatrizenA,B ∈ Kn×n gilt im Allgemeinen keine Kommutativität:

AB 6= BA

Beispiel:(
1 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=
(

0 1
0 0

)
(

0 1
0 0

)(
1 0
0 0

)
=
(

0 0
0 0

)

Satz1.12. Die MengeKn×n dern-reihigen quadratischen Matrizen bildet einen Ring mit Eins.

(Für n ≥ 2 nicht kommutativ!)

Vorlesung: 2004-11-26

Bemerkung und Definition:

(i) Für n ≥ 2 ist Kn×n kein Körper.

(ii) Besitzt eine MatrixA ∈ Kn×n ein Inverses inKn×n, also eine MatrixA−1 ∈ Kn×n mit A−1 ·A = En =
A ·A−1, so heißtA regulär undA−1 heißtInversesvonA.

Ist A nicht regul̈ar, so heißtA singul̈ar.

Die MengeGL(n, K)︸ ︷︷ ︸
⊂Kn×n

der regul̈aren(n, n)-Matrizen bildet eine Gruppe, dieallgemeine lineare Gruppe.

Beispiel:

•

 0 · · · 1
...

...
0 · · · 0


singul̈ar

·

 1 · · · 0
...

...
0 · · · 0


singul̈ar

= 0

•
(

1 1
0 1

)
regul̈ar, da(

1 −1
0 1

)
·
(

1 1
0 1

)
=
(

1 0
0 1

)
En

=
(

1 1
0 1

)
·
(

1 −1
0 1

)

GL(n, K) ist (für n ≥ 2) kein Körper, weilGL(n, K) nicht abgeschlossen bezüglich der Addition.

Beispiel:

•
(

1 1
0 1

)
regul̈ar(

−1 0
0 −1

)
= E2 regul̈ar, da(−E2)(−E2) = E2

Aber

(
1 1
0 1

)
+
(
−1 0
0 −1

)
=
(

0 1
0 0

)
singul̈ar

(iii) Mit dem Gauß-Algorithmus (→ 1.5) kann man feststellen, ob eine MatrixA regul̈ar ist, und die Inversen
berechnen.

(iv) SeiKm×n, A = ((aij)). Dann heißtAT = ((bij)), bij = aji, AT ∈ Kn×m die zuA transponierteMatrix.
(AT )ij = (A)ji.
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Beispiel:

•
(

2 1 3
4 0 1

)T

=

 2 4
1 0
3 1


Rechenregeln:

(i) (AT )T = A

(ii) (A + B)T = AT + BT

(iii) (AB)T = BT AT

Beweis:

((AB)T )ij = (AB)ji

=
∑

k

ajkbki

=
∑

k

(AT )kj(BT )ik

=
∑

k

(BT )ik(AT )kj

= (BT AT )ij

(iv) A regul̈ar ⇒ AT regul̈ar. Und(AT )−1 = (A−1)T .

(v) A ∈ Kn×n heißtsymmetrisch, wennA = AT gilt.

Die Summe von symmetrischen Matrizen ist symmetrisch. Das Produkt im Allgemeinen nicht.(
1 0
0 0

)
·
(

1 1
1 1

)
=
(

1 1
0 0

)

Definition 1.17. SeienA ∈ Km×n, a ∈ K. Dann definieren wir

aA = ((aaij))

Bemerkung:

(i) (a + b)A = aA + bA

a(A + B) = aA + aB

(ii) a(AB) = (aA)B = A(a)B

(ab)A = a(bA) = b(aA)

(iii) (aA)T = aAT

Polynome

Polynomfunktion:

p : x 7→ a0 + a1x + . . . + anxn, x ∈ R, a0, . . . , an ∈ R

Allgemeinere Situation

A 7→ a0E + a1A + . . . + anAn, A ∈ Kn×n
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Definition 1.18. Ein Polynom(überK) ist eine Folgep = (a0, a1, a2, . . .) ∈ KN0 , die nur endlich viele von 0
verschiedene Elemente enthält, d.h. f̈ur jedes Polynomp existiertn ∈ N0 derart, dassp = (a0, a1, . . . , an, 0, . . .)

Symbolische Schreibweise

p = a0 + a1X + a2X + . . . + anXn

=
n∑

i=0

aiX
i =

∞∑
i=0

aiX
i =

∑
aiX

i

→ Rechnen mit Polynomen wie im K̈orperK.

Die Menger aller Polynome (überK) wird mit K[X] bezeichnet.

Das Polynom(0, 0, . . .) = o heißt dasNullpolynom.

Polynomep = (a0, 0, . . .) heißen auchkonstante Polynome. Stattp = a0X
0 schreibt man hierp = a0.

Statt1Xi schreiben wirXi.

Seip ∈ K[X], p 6= o, dann heißt das kleinsten ∈ N0 mit ak = 0 ∀k ≥ n + 1 derGrad vonp (⇒ an 6= 0).

Schreibweise:Grad p = n.

Wir setzenGrad o = −1.

Hatp den Gradn, so heißtp normiert, wennan = 1 ist (⇒ p = a0 + a1X + . . . + an−1X
n−1 + Xn)

Addition und Multiplikation von Polynomen

p = (a0, a1, . . .) q = (b0, b1, . . .)

dann gilt

p + q := (a0 + b0, a1 + b1, . . .)

p · q := (c0, c1, . . .) mit ci =
i∑

k=0

akbi−k; i = 0, 1, 2, . . .

Vorlesung: 2004-12-01

Satz1.13. (K[X],+, ·) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

Schreibweise f̈ur den Beweis:

p ∈ K[X], p = (a0, a1, . . .)⇒ (p)j = aj

zum Beweis:Assoziativgesetz bezüglich ·:

(p · q) · r = p · (q · r) p =
∑

aiX
i q =

∑
biX

i r =
∑

ciX
i
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((p · q) · r)j =
j∑

k=0

(p · q)jcj−k

=
j∑

k=0

(
k∑
l0

albk−l)cj−k

=
∑

0≤l≤k≤j

albk−lcj−k

=
j∑

l=0

al

j∑
k=l

bk−lcj−k

=
j∑

l=0

al

j−l∑
i=0

bicj−l−i︸ ︷︷ ︸
(q·r)j−l

(i = k − l)

= (p · (q · r))j

Eigenschaften des Grads:

(i) Grad(p + q) ≤ max(Grad p, Grad q)

(ii) Grad(p · q) = Grad p + Grad q

Zusammenhang Polynom und Polynomfunktion

Jedesp ∈ K[X], p = a0 + a1X + . . . + anXn definiert eine Funktion f : K → K
t7→ao+a1t+...+antn

.

Die Polynomfunktionen bilden mit der Addition

(f + g)(t) = f(t) + g(t)

und der Multiplikation

(f · g)(t) = f(t) · g(t)

mit t ∈ K einen kommutativen Ring mit Eins.

Die Abbildung, die jedemp =
∑n

i=0 aiX
i ∈ K[X] die Polynomfunktionp(t) =

∑n
i=0 qit

i zuordnet, ist ein
surjektiver Ringhomomorphismus, der im Allgemeinen nicht injektiv ist.

Beispiel:F2[X] undp = X2 + X dann gilt

p(t) =
{

0
0

für
t = 0
t = 1

q = X5 + X3 + X2 + X

q(t) =
{

0
0

für
t = 0
t = 1

⇒ p(t) = q(t) = 0

Teilbarkeit von Polynomen
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Satz1.14. Zu p, q ∈ K[X], q 6= 0 gibt esr, s ∈ K[X] mit p = s · q + r, Grad(r) < Grad(q).

Diese Darstellung ist eindeutig.

Beweis:

1. Grad p < Grad q
trivial⇒ p = 0︸︷︷︸

s

·q + p︸︷︷︸
r

2. Grad p ≥ Grad q

Induktion nachGrad p = n

n = 0; p = a0; q = b0; a0, b0 6= 0 ⇒ p =
a0

b0︸︷︷︸
s

·q

n− 1 → n (n ≥ 1)

p = a0 + . . . + anXn; q = b0 + . . . + bmXm; an, bm 6= 0

p1 := p− an

bm
Xn−m · q ⇒ Grad(p1) ≤ n− 1

⇒ p1 = s1q + r1, Grad r < Grad q

⇒ p = s1q + r1 +
an

bm
Xn−mq =

(
s1 +

an

bm
Xn−m

)
︸ ︷︷ ︸

s

q + r1︸︷︷︸
r

Eindeutigkeit:

p = sq + r, p = s′q + r′, Grad r < Grad q, Grad r′ < Grad q

⇒ 0 = (s− s′)q + r − r′, also(s− s′)q = r′ − r, Grad(r′ − r) < Grad q

⇒ s− s′ = 0 ⇒ s = s′ ⇒ r = r′

Definition 1.19(Nullstellen von Polynomen). Seip ∈ K[X], p =
∑n

i=0 aiX
i.

Ein Elementc ∈ K heißtNullstellevonp, wenn

p(c) =
n∑
i0

aic
i = 0

ist.

Korollar 1.15. c ∈ K ist Nullstelle vonp ∈ K[X] :⇔ p = (X − c) · q mit einemq ∈ K[X].

Beweis:

”
⇐ “ trivial

”
⇒ “ folgt aus Satz1.14.

Bemerkung:

(i) Ein Polynomp 6= 0 vom Gradn hat ḧochstensn Nullstellen.

(ii) Nicht jedes Polynomp besitzt Nullstellen.
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Beispiel:Seip = 1 + X2

K = R ⇒ keine Nullstellen

K = C ⇒ 2 Nullstellen

K = F2 ⇒ eine Nullstelle: 1

(iii) Ist K unendlich, so istp 7→ p(t) injektiv. Dennp(t) = q(t) ∀t ∈ K ⇒ p− q unendlich viele Nullstellen.
†

Satz1.16(Fundamentalsatz der Algebra). Jedesp ∈ C[X] mit Grad p ≥ 1 hat eine Nullstelle.

Ohne Beweis.

⇒ Jedes Polynomp ∈ C[X] vom Gradp ≥ 1 zerf̈allt in Linearfaktoren

p = d(X − c1)(X − c2) · · · (X − cn)

Definition 1.20 (Teiler von Polynomen). Sei p ∈ K[X], s ∈ K[X], s heißtTeiler von p, wenn einr ∈ K[X]
existiert mit

p = r · s

Definition 1.21. p, q ∈ K[X] heißenteilerfremd, wenn es keine gemeinsamen Teilers vom Grad≥ 1 gibt.

Satz1.17. p, q teilerfremd :⇔ ∃ Darstellungpr + qs = 1 mit r, s ∈ K[X].

Vorlesung: 2004-12-03

Beweis:

”
⇐ “

Seirp + sq = 1 undt ∈ K[X] gemeinsame Teiler vonp, q

⇒ ∃r′s′ ∈ K[X] mit p = r′t, q = s′t

⇒ (r · r′ + s · s′) · t = 1
⇒ Grad t = 0
⇒ p, q teilerfremd

”
⇒ “

SeiI := {rp + sq | r, s ∈ K[X]} ⇒ I Untergruppe von(K[X],+).

Weiter gilt:u ∈ I, t ∈ K[X] ⇒ tu ∈ I (I ist einIdeal im RingK[X])

Sei t̃ ∈ I normiert mit minimalem Grad. Seit ∈ I ⇒ t = s1t̃ + r1 mit Gradr1 ≤ Gradt̃.

⇒ r1 = t− s1t̃ ∈ I ⇒ r1 = 0, weil sonst Widerspruch zur Minimalität vont̃.

⇒ Jedest ∈ I ist von der Formst̃, s ∈ K[X], d.h.I = {st̃ | s ∈ K[X]}.
Wegenp, q ∈ I folgt p = s1t̃, q = s2t̃, alsot̃ = 1, weil p, q teilerfremd.

⇒ 1 ∈ I ⇒ Behauptung.

Bemerkung:

(i) Sindp undq1, p undq2, . . ., p undqk teilerfremd, dann sind auchp und(q1 · · · qk) teilerfremd.
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Beweis:(nurk = 2, allgemein→ Skript)

p undqi teilerfremd,i ∈ {1, 2}.

⇒ r1p + s1q1 = 1
r2p + s2q2 = 1

}
=⇒ (r1r2p + r1s2q2 + r2s1q1)︸ ︷︷ ︸

r

p + s1s2︸︷︷︸
s

q1q2 = 1

⇒ p, q1 · q2 teilerfremd.

(ii) Die Darstellungrp + sq = 1 kann mit dem Euklid-Algorithmus gefunden werden (Übung)

Beispiel:Seien

p = X5 + 2X3 − 3X2 + 4

q = X2 + 1

X5 + 2X3 − 3X2 + 4 =
(
X2 + 1

) (
X3 + X − 3

)
−X + 7

−X5 −X3

X3 − 3X2

−X3 −X

− 3X2 −X + 4
3X2 + 3

−X + 7

⇒ (X3 + X − 3)︸ ︷︷ ︸
s1

q + (−X + 7)︸ ︷︷ ︸
r1

Dividiere q durchr1

X2 + 1 =
(
−X + 7

) (
−X − 7

)
+ 50

−X2 + 7X

7X + 1
− 7X + 49

50

⇒ q = (−X + 7)︸ ︷︷ ︸
s2

r1 + 50︸︷︷︸
r2

⇒ 50 = q − s2r1 = q − s2(p− s1q) = (1 + s1s2)q + (−s2)p

⇒ 1 =
1
50

(1 + s1s2)︸ ︷︷ ︸
s

q +
1
50

(−s2)︸ ︷︷ ︸
r

p

⇒

(
1
50

X +
7
50

)
p +

1
50
(
−X4 − 7X3 −X2 − 4X + 22

)
q = 1

§5 Der Gauß-Algorithmus

Betrachte LGS (̈uberK):

a11x1 + . . . + a1nxn = b1

...
...

...
...

am1x1 + . . . + amnxn = bm

(∗)
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⇒ Matrixform: a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn


A∈Km×n

·

 x1

...
xn


x∈Kn×1

=

 b1

...
bm


b∈Km×1

⇔ Ax = b

Erweiterte Matrix des LGS:

(
A b

)
=

 a11 · · · a1n b1

...
...

...
am1 · · · amn bm


Bemerkung: Linh, Lhom seien die L̈osungsmengen vonAx = b bzw.Ax = 0.

Ist x, y ∈ Linh ⇒ x− x′ ∈ Lhom.

Ist y ∈ Lhom, undx ∈ Linh ⇒ x + y ∈ Linh.

⇒ Linh = {x0 + y | y ∈ Lhom}, x0 eine spezielle L̈osung vonAx = b.

Der Gauß-Algorithmus verwendetelementare Zeilenumformungen

z1 → a11x1 + . . . + a1nxn = b1

...
...

...
zm → am1x1 + . . . + amnxn = bm

(i) zi ↔ zj

(ii) a · zi, a 6= 0

(iii) zi → zi + a · zj , a ∈ K

Satz1.18. Durch elementare Zeilenumformungen geht das LGSAx = b in ein LGSÃx = b̃ über, wobeiAx = b

undÃx = b̃ die gleiche L̈osungsmenge besitzen.

Beweis:Klar.

Beispiel:

LGS:

x1 − 2x2 + x3 − x4 + x5 = 0
4x1 − 8x2 + 3x3 − 3x4 + x5 = 2
−2x1 + 4x2 − 2x3 − x4 + 4x5 = −3

x1 − 2x2 − 3x4 + 4x5 = a

a ∈ K.
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Es ergeben sich folgende Umformungen:
1 − 2 1 − 1 1 0
4 8 3 − 3 1 2
− 2 4 − 2 − 1 4 − 3
1 − 2 0 − 3 4 a


| · (−4)
←−−−−−−+

| · 2

←−−−−−−−−−−−−−+

| · (−1)

←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−+

 


1 − 2 1 − 1 1 0
0 0 − 1 1 − 3 2
0 0 0 − 3 6 − 3
0 0 − 1 − 2 3 a

 | · (−1)
| · (− 1

3 )
←−−−−−−+

 


1 − 2 1 − 1 1 0
0 0 1 − 1 3 − 2
0 0 0 1 − 2 1
0 0 0 − 3 6 a− 2

 | · 3
←−−−+

 


1 −2 1 −1 1 0
0 0 1 −1 3 −2
0 0 0 1 −2 1
0 0 0 0 0 a + 1


Treppennormalform(TNF) von

(
A b

)
.

⇒ LGS ist lösbar nur f̈ur a = −1.


1 − 2 1 − 1 1 0
0 0 1 − 1 3 − 2
0 0 0 1 − 2 1
0 0 0 0 0 0

 ←−+

←−−−−+

 


1 − 2 1 0 − 1 1
0 0 1 0 1 − 1
0 0 0 1 − 2 1
0 0 0 0 0 0

 | · (−1)
←−−−−−−+

 

1 −2 0 0 1 2
0 0 1 0 1 −1
0 0 0 1 −2 1


Gaußsche Normalform(GNF)

Vorlesung: 2004-12-08

⇒ LGS

x1 −2x2 −2x5 = 2
x3 +x5 = −1

x4 −2x5 = 1

x5 = 5 ⇒ x4 = 1 + 2s; x3 = −1− s; x2 = t ⇒ x1 = 2 + 2s + 2t

⇒ Allgemeine L̈osung

x =


2 + 2s + 2t

t
−1− s
1 + 2s

s

 =


2
0
−1
1
0

+ s


2
0
−1
2
1

+ t


2
1
0
0
0

 s, t ∈ R
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Der Gauß Algorithmus

A
Betrachte Matrix A
mit Spalten si und

Zeilen zj

s1 = 0? Streiche s1 Restmatrix existiert?

Setze A = Restmatrix

Tausche z1 mit zj ,
sodass a11 6= 0 gilt

Multipliziere z1 mit a11−1

Addiere (−ai1) · z1 zu
zi1, i = 2, 3, . . .

Streiche z1 und s1

Setze gestrichene Spalten und
Zeilen zusammen

TNF von A

ja

nein

ja

nein

Abbildung 10: Der Gauß Algorithmus

Anwendungen des Gauß Algorithmus

• LGSAx = B. Anwendung auf
(

A b
)
.

A =

 a11 · · · 11n

...
...

am1 · · · amn


(

A b
)

=

 a11 · · · 11n b1

...
...

...
am1 · · · amn bm


Treppennormalform der Matrix A

0 · · · 1 ∗ · · ·
0 · · · · · · · · · 0 1 ∗ · · ·
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 ∗ · · · ∗
...

...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 ∗ · · · · · · · · · ∗
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 ∗ · · · ∗
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0
...

...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0
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Gauß’sche Normalform von A

0 · · · 0 1 ∗ · · · 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
...

...
...

...
...

...
...

...
0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ . . . ∗
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 ∗ · · · ∗
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0
...

...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0


Gauß’sche Normalform von

(
A b

)


0 · · · 0 1 ∗ · · · 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ a1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ . . . ∗ ak−1

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 ∗ · · · ∗ ak

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 0
...

...
...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 0


⇒ LGSAx = b ist lösbar :⇔ ak+1 . . . am = 0

Im Falle der L̈osbarkeit gibt esn−k frei wählbare Variablen, n̈amlich alle aus{x1, . . . , xn}\{xj1, . . . , xjk}.
Daraus bestimmen sich dann die restlichen Variablenxj1, . . . , xjk.

Satz1.19. Ein homogenes LGS mitm Gleichungen undn Variablen, wobeim < n ist immer nicht-trivial l̈osbar.

Beweis:Direkte Konsequenz des vorangegangenen Abschnitts

• Bestimmung der Inversen

Satz 1.20. Sei A ∈ Kn×n. Hat
(

A b
)
∈ Kn×2n die Gaußnormalform

(
En A′

)
, so istA regul̈ar, und

A−1 = A′.

Beweis:
(

A En

)
, GNF:

(
En A′

)
wobei

A′ = (a′1 | . . . | a′n)
En = (e1 | . . . | en)
X = (x1 | . . . | xn)

∈ Kn×n mit xi =

 x1i

...
xmi


Die MatrizengleichungAX = En entsprichtn GleichungssystemenAxi = ei, i = 1, . . . , n.

Nach Voraussetzung ist GNF von
(

A ei

)
die Matrix

(
En a′i

)
⇒ Das LGSAxi = ei ist lösbar undxi = a′i ist die (eindeutige) L̈osung. 1 0 a′1i

...
...

0 1 a′mi


⇒ AX = En hat LösungX = A′.

⇒ A ·A′ = En .

Durch Zeilenumformungen geht
(

En A′
)

wieder in
(

A En

)
über.

⇒ Dabei geht
(

A′ En

)
in
(

En A′
)

über.
s.o.⇒ A′ ·A = En

⇒ A′ = A−1
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Beispiel:
1 0 1 1 1 0 0 0
1 1 2 1 0 1 0 0
0 −1 0 1 0 0 1 0
1 0 0 2 0 0 0 1

 → · · · →


1 0 0 0 2 −1 −1 0
0 1 0 0 −1 1

2 − 1
2

1
2

0 0 1 0 0 1
2

1
2 − 1

2
0 0 0 1 −1 1

2
1
2

1
2


• SeiA ∈ Kn×n. Die obere (untere) Dreiecksmatrix ist

A = ((aij)) mit aij = 0 für i > j (i < j)

Hier gilt:

A regul̈ar :⇔ aij 6= 0; i = 1, . . . , n

In diesem Fall ist auchA−1 obere (untere) Dreiecksmatrix.

Die oberen (unteren) Dreiecksmatrizen bilden eine Untergruppe vonGL(n, K).
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2 Vektorr äume

§1 Vektorr äume und Untervektorräume

Hier wieder allgemeiner K̈orperK.

Definition 2.1. Ein VektorraumV (über dem K̈orperK), kurz K-Vektorraum (K-VR) ist eine Menge mit zwei
Abbildungen+ : V × V → V , · : K× V → V , die die folgenden Gesetze erfüllen:

1. (V,+) ist abelsche Gruppe (mit Neutralelement0)

2. a · (x + y) = a · x + a · y ∀a ∈ K, x, y ∈ V

3. (a + b) · x = a · x + b · x ∀a, b ∈ K, x ∈ V

4. a · (b · x) = (a · b) · x ∀a, b ∈ K, x ∈ V

5. 1 · x = x ∀x ∈ V

Vorlesung: 2004-12-10

Definition 2.2. SeiV einK-Vektorraum undU ⊂ V . U heißtUntervektorraumvonV (oderUnterraumoder auch
linearer Teilraum), wennU mit den aufU ×U bzw.K×U eingeschr̈ankten Abbildungen+ und· ein Vektorraum
ist.

Definition 2.3. SeienV,W K-Vektorr̈aume undf : V → W Abbildung. Dann heißtf Homomorphismusoder
lineare Abbildung, wenn

f(a · x + b · y) = a · f(x) + b · f(y) ∀x, y ∈ V ; a, b ∈ K

Bezeichungen

• V Vektorraum: Elementex ∈ V heißenVektoren.

• K = R: reeller Vektorraum. K = C: komplexer Vektorraum.

Satz2.1. In einemK-Vektorraum gilt:

(i) a · o = o ∀a ∈ K

(ii) 0 · x = o ∀x ∈ V

(iii) Ausa · x = o folgt a = 0 oderx = o

(iv) (−1) · x = −x ∀x ∈ V

Beweis:

(i) a · o = a · (o + o) = a · o + a · o Satz1.1=⇒ a · o = o

(ii) 0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x + 0 · x ⇒ 0 · x = o

(iii) a · x = o unda 6= 0 ⇒ a−1 · (a · x) = a−1 · o ⇒ x = o

(iv) o = 0 · x = (1− 1) · x = 1 · x + (−1) · x = x + (−1) · x Satz1.1=⇒ (−1) · x = −x
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Satz 2.2. SeiV ein K-Vektorraum undU ⊂ V . Dann giltU Untervektorraum :⇔ U 6= ∅ und ausx, y ∈ U ,
a ∈ K folgt x + y ∈ U , ax ∈ U .

Beweis:trivial

Beispiel:

(i) V K-Vektorraum⇒ V , {o} triviale Untervektorr̈aume

(ii) V = Kn mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn)
a(x1, . . . , xn) := (ax1, . . . , axn)
o = (0, . . . , 0)

(iii) V = Km×n mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation

Speziell sind alsoKn, K1×n undKn×1 Vektorr̈aume vonn-Tupeln

(x1, . . . , xn)

 x1

...
xn

 (x1 · · ·xn)

Wir werden in ZukunftKn undKn×1 identifizieren, alson-Tupel auch als Spaltenvektoren auffassen, aber
Spalten- und Zeilenmatrizen auseinander halten.

(⇒ x = (x1, . . . , xn), A ∈ Km×n, dann istAx erklärt)

Damit ist die L̈osungsmengeLhom eines homogenen LGSAx = 0, A ∈ Km×n, x ∈ Kn ein Untervektor-
raum vonKn.

(iv) KN0 (Menge der Folgen(c0, c1, . . .) mit c ∈ K) ist K-Vektorraum, wenn+ und · komponentenweise
erklärt werden (siehe (b)).

K[X] ist Untervektorraum vonKN0 .

(v) KA, A beliebige Menge, istK-VR bez̈uglich+ und·:

{f : A → K} (f + g)(x) := f(x) + g(x)
(a · f)(x) := a · f(x)

}
x ∈ A, a ∈ K

Allgemeiner istV A K-Vektorraum, wennV K-Vektorraum ist.

(vi) Speziell istR[0,1] := { relle Funktionf : [0, 1] → R} reeller Vektorraum.

Die MengeC(0, 1) der stetigen Funktionen auf[0, 1] bildet einen Unterkvektorraum vonR[0,1].

(vii) Homomorphismusf : V → W , V,W K-Vektorr̈aume.

⇒ Kern f Untervektorraum vonV . Bild f := f(V ) Untervektorraum vonW .

Vorlesung: 2004-12-15

Korollar 2.3. Sei V K-Vektorraum. Dann ist der Durchschnitt beliebig vieler Untervektorräume vonV wieder
Untervektorraum.

Beweis:Folgt direkt aus Satz2.2.
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Definition 2.4. SeiV K-Vektorraum undA ⊂ V . Dann heißt

[A] :=
⋂

U UVR vonV, A⊂U

U

dervonA erzeugteUntervektorraum oder dielineare Hülle vonA.

Ist A := {x1, . . . , xk}, so schreiben wir

[A] = [x1, . . . , xk]

und sagen, dassx1, . . . , xk den Unterraum[x1, . . . , xk] aufspannen.

Allgemein heißt die MengeA auchErzeugendensystemvon [A].

Beispiel:

• [V ] = V

• [∅] = {∅}

• [x] = {ax | a ∈ K} x ∈ V

Definition 2.5. Seienx1, . . . , xk ∈ V . Jeder Vektor der Form

a1x1 + . . . + akxk

mit a1, ldots, ak ∈ K heißtLinearkombinationder Vektorenx1, . . . , xk.

Satz 2.4. Sei V K-Vektorraum undA ⊂ V , A 6= ∅. Dann ist[A] die Menge aller Linearkombinationen von
Vektoren ausA.

(Speziell[x1, . . . , xk] = {a1x1 + . . . + akxk | a1, . . . , ak ∈ K})

Beweis:

SeiU die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren ausA ⇒ A ⊂ U undU ist Untervektorraum vonV
nach Satz2.2.

⇒ [A] ⊂ U .

Umgekehrt giltA ⊂ [A]. Da [A] Untervektorraum ist, enthält [A] alle Linearkombinationen von Vektoren ausA

⇒ U ⊂ [A].

Frage:


1
0
1
0

 ,


1
2
3
4

 ,


−1
−2
1
0

 ,


4
3
1
2


 ?= R4

§2 Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit

Definition 2.6. SeiV K-Vektorraum,x1, . . . , xk ∈ V , k ∈ N. Die Vektorenx1, . . . , xk heißenlineare abḧangig
(l.a.), wenn es Skalarea1, . . . , ak gibt, die nicht alleNull sind und

a1x1 + . . . + akxk = o

erfüllen.

x1, . . . , xk heienlineare unabḧangig(l.u.), wenn ausa1x1+ . . .+akxk = o immer folgt, dassa1 = . . . = ak = 0.
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Bemerkung:

(i) x1, . . . , xk sind entweder l.a. oder l.u.

(ii) x1, . . . , xk sind l.a. falls einxi = o existiert, oder fallsxi = xj für ein paari 6= j gilt.

(iii) x1, . . . , xk l.a. ⇔ Einer der Vektorenxi ist Linearkombination der anderen.

(iv) Betrachtex1, . . . , xk ∈ V und

y1 =
k∑

i=1

ai1x1, . . . , ym =
k∑

i=1

aimxi

Dann gilt

m∑
j=1

tjyj = o ⇔ o =
m∑

j=1

tjyj =
m∑

j=1

tj

(
k∑

i=1

aijxi

)
=

k∑
i=1

 m∑
j=1

tjaij

xi (5)

Nun setzen wir voraus, dass die Vektorenx1, . . . , xk l.a. sind.

Dann gilt

k∑
j=1

tjyj = o

⇔
m∑

j=1

tjaij = o i = 1, . . . , k

⇔
m∑

j=1

tj ŷj = o wobei ŷ1 :=

 aij

...
akj

 ∈ Kk

Dann gilty1, . . . , ym l.a. :⇔ ŷ1, . . . , ŷm l.a.

Satz2.5. SeiV K-Vektorraum,x1, . . . , xk ∈ V , y1, . . . , ym Linearkombinationen derxi, undm ≥ k + 1.

Dann sindy1, . . . , ym linear abḧangig.

Beweis:

Seiyj =
∑k

i=1 aijxi, j = 1, . . . ,m.

Dann gilt

m∑
j=1

tjyj = o ⇔
k∑

i=1

 m∑
j=1

tjaij

xi = o nach (5)

Wegenm ≥ k+1 hat das homogene LGS
∑m

j=1 tjaij = o, i = 1, . . . , k eine nicht triviale L̈osung(t1, . . . , tm) 6=
(0, . . . , 0).

Beispiel:

(i) V = R4, x1 =


2
−3
1
4

, x2 =


1
0
1
2

, x3 =


−2
1
−1
1

, x4 =


1
−5
0
7


Frage:x1, x2, x3, x4 linear abḧangig oder linear unabhängig?
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LGS:

2a1 + a2 − 2a3 + a4 = 0
−3a1 + a3 − 5a4 = 0

a1 + a2 − a3 = 0
4a1 + 2a2 + a3 + 7a4 = 0

 


1 1 −1 0
2 1 −2 1
−3 0 1 −5
4 2 1 7


Gauss
 


1 1 −1 0
0 1 0 −1
0 0 1 0
0 0 0 0


⇒ LGS nicht-trivial lösbar.

⇒ x1, x2, x3, x4 l.a.

(ii) x1, . . . , xk ∈ V überR seien l.u. und

y1 = x1 − 2x2 + x3 − x4

y2 = −4x1 − 2x2 + 4x4

y3 = 2x1 + 3x2 − x3 − 3x4

y4 = x1 + x2 + x3 + x4

Frage:y1, . . . , yk l.a. oder l.u.⇔ ŷ1, . . . , ŷk l.a. oder l.u.?

ŷ1 =


1
−2

1
−1

 ŷ2 =


−4
−2

0
4

 ŷ3 =


2
3
−1

3

 ŷ4 =


1
1
1
1



⇒


1 −4 2 1
−2 −2 3 1

1 0 −1 1
−1 4 −3 1


Gauss
 


1 −4 2 1
0 1 − 7

10
3
10

0 0 1 −6
0 0 0 1


⇒ y1, . . . , yk l.a.

Vorlesung: 2004-12-17

Definition 2.7. SeiV K-Vektorraum undA ⊂ V . Dann heißtA linear abḧangig, wenn es (paarweise) verschie-
dene Vektorenx1, . . . , xk ∈ A, k ∈ N gibt, die linear abḧangig sind.

A heißtlinear unabḧangig, wennA nicht linear abḧangig ist.

Bemerkung:

(i) A l.u. ⇔ A = ∅ oder je endlich viele verschiedene Vektorenx1, . . . , xk ausA sind l.u.

(ii) Ist A = {x1, . . . , xm} (mit |A| = m), dann giltA l.a. ⇔ x1, . . . , xm l.a.
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(iii) o ∈ A ⇒ A l.a.

(iv) Jede Obermenge einer l.a. Menge ist l.a.

Jede Teilmenge einer l.u. Menge ist l.u.

(v) A l.a. ⇔ ∃x ∈ A mit [A] = [A\{x}]

Beweis:

”
⇒ “:

SeiA l.a. ⇒ ∃x1, . . . , xk ∈ A unda1, . . . , ak mit (a1, . . . , ak) 6= (0, . . . , 0) unda1x1 + . . . + akxk = o

⇒ (O.B.d.A.ak 6= 0)

xk = −a1

ak
xk − . . .− ak−1

ak
xk−1 ∈ [A\{xk}]

⇒ [A] = [A\{xk}]

”
⇐ “:

Seix ∈ A mit [A] = [A\{x}].

• 1. Fall:

A\{x} = ∅
⇒ [A\{x}] = {o}
⇒ A = {o}
⇒ x = o

⇒ A l.a.

• 2. Fall

A {x} 6= ∅
⇒ x ∈ [A\{x}]

d.h.∃x1, . . . , xk ∈ A\{x} unda1, . . . , ak ∈ K mit x = a1x1 + . . . + akxk

⇒ x− a1x1 − . . .− akxk = o

⇒ x, x1, . . . , xk l.a.

⇒ A l.a.

(vi) A l.u., x 6∈ [A] ⇒ A ∪ {x} l.u.

Beweis:

Ausx 6∈ [A] folgt x 6= o. AngenommenA ∪ {x} l.a.

⇒ ∃x1, . . . , xk ∈ A∪{x} unda1, . . . , ak ∈ K mit (a1, . . . , ak) 6= (0, . . . , 0) unda1x1+ . . .+akxk = o

⇒ Ein xi = x (O.B.d.A.xk = x) ⇒ ak 6= 0.

⇒ x ∈ [x1, . . . , xk−1] ⊂ [A] †.

Beispiel:

• V = Kn, A = {e1, . . . , en}, ei =



0
...
0
1
0
...
0


, 1 an deri-ten Stelle.
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⇒ o = a1e1 + . . . + anen =

 a1

...
an

 ⇒ ai = 0

⇒ A l.u.

• V = KN, A ⊂ K[X] mit A = {p1, p2, . . .}, pi = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .), 1 ani-ter Stelle. (̂= pi = Xi)

⇒ A l.u., denn angenommenA l.a.

⇒ ∃pi1 , . . . , pik
∈ A unda1, . . . , ak ∈ K, nicht alle0, a1pi1 + . . . + akpik︸ ︷︷ ︸

(0,...,0,a1,0,...,0,ak,0,...)

= o = (0, . . .)

⇒ a1 = a2 = . . . = ak = 0 †.

§3 Basis und Dimension

Definition 2.8. SeiV K-Vektorraum

(i) Ein ErzeugendensystemA von V heißtminimal, wenn keine echte Teilmenge vonA Erzeugendensystem
ist.

(ii) Eine linear unabḧangige MengeA ⊂ V heißtmaximal, wenn es keine echte Obermenge vonA gibt, die
linear unabḧangig ist.

(iii) Ein linear unabḧangiges ErzeugendensystemA heißtBasisvonV .

Satz2.6. SeiV K-Vektorraum undB ⊂ V , B 6= ∅. Dann sind̈aquivalent:

(i) B ist Basis

(ii) B ist minmales Erzeugendensystem

(iii) B ist maximal linear unabḧangige Menge

(iv) Jedesx ∈ V besitzt eine Darstellung als Linearkombination von Vektoren ausB und diese Darstellung ist
eindeutig. Das heißt aus

x =
k∑

i=1

aixi =
k∑

i=1

bixi xi ∈ B, ai, bi ∈ K

folgt

ai = bi i = 1, . . . , k

Beweis:Ringschlussverfahren.

” (i) ⇒ (ii )“:

SeiB Basis⇒ B Erzeugendensystem. AngenommenB nicht minimal

⇒ ∃B̂ $ B mit [B̂] = V ⇒ ∃x ∈ B\B̂ undx ∈ [B̂], d.h.x = a1x1 + . . . akxk, B 6= ∅ mit ai ∈ K und
xi ∈ B̂ paarweise verschieden.

⇒ x, x1, . . . , xk︸ ︷︷ ︸
∈B

l.a. ⇒ B l.a. †.

” (ii ) ⇒ (iii )“:

SeiB minimales Erzeugendensystem. AngenommenB l.a.
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⇒ ∃x ∈ B mit V = [B] = [B\{x}] Widerspruch zur Minimaliẗat.

⇒ B l.u.

AngenommenB nicht maximal⇒ ∃B̂ % B, B̂ l.u.

⇒ ∃x ∈ B̂, x /∈ B undx /∈ [B] ⇒ [B] = V †.

” (iii ) ⇒ (iv)“:

B sei maximale l.u. Menge,x ∈ V .

⇒ x ∈ [B], weil sonstB ∪ {x} l.u. wäre († zur Maximaliẗat)

⇒ x hat Darstellung

k∑
i=1

aixi xi ∈ B, ai ∈ K

Aus

k∑
i=1

aixi =
k∑

i=1

bixi

folgt ∑
(ai − bi)xi = o

B l.u.=⇒ ai = bi i = 1, . . . , k

” (iv) ⇒ (i)“:

Aus (iv) folgt V = [B]. AngenommenB l.a.

⇒ ∃a1x1 + . . . + akxk = o mit xi ∈ B paarweise verschieden und o.B.d.A.a1 6= 0.

⇒ x1 = −a2
a1

x2 − . . .− ak

a1
xk ⇒ 1 = 0 †.

Beispiel:

(i) V = {o} ⇒ B = ∅ ist Basis.

(ii) V = Kn ⇒ B = {e1, . . . , en} ist Basis.

(iii) V = K[X] ⇒ B = {p1, p2, . . .}, pi = Xi ist Basis.

(iv) V = KN ⇒ B ist l.u., aber keineBasis.

(v) V = R4, A =




2
−3

1
4


a1

,


1
0
1
2


a2

,


−2

1
−1

1


a3

 ist l.u.

A keineBasis, weile4 =


0
0
0
1

 /∈ [A]

⇒ {a1, a2, a3, e4} Basis.

Vorlesung: 2004-12-22
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Satz2.7. SeiV K-Vektorraum undB,B′ Basen vonV . Dann gilt|B| = |B′|.

Beweis:

• 1. Fall

|B| = 0 oder|B′| = 0⇔ B = ∅ oderB′ = ∅
⇔ V = {o} ⇔ B = B′ = ∅ ⇔ |B| = |B| = 0

• 2. Fall

V 6= {o} ⇔ |B| ≥ 1, |B′| ≥ 1.

– Fall 2a

|B| = |B′| =∞
√

– Fall 2b

|B| = k ∈ N Satz2.5⇒ |B′| ≤ k
Satz2.5⇒ |B| ≤ |B′| ≤ k = |B| ⇒ |B| = |B′|

– Fall 2c

|B′| = m ∈ N analog⇒ |B| = |B′|

Definition 2.9. SeiV K-Vektorraum. Existiert inV ein endliches ErzeugendensystemA, so nennen wirV endlich
dimensional. Schreibweise:dim V <∞.

Ist jedesErzeugendensystem unendlich, so heißtV unendlich dimensional. Schreibweisedim V =∞.

Satz2.8. SeiV K-Vektorraum mitdim V <∞ undA Erzeugendensystem vonV . Dann existiert eine Teilmenge
B ⊂ A, die Basis ist.

Beweis:

Nach Definition existiert inV ein endliches ErzeugendensystemA′ ⇒ Jedesx ∈ A′ ist Linearkombination von
Vektoren ausA ⇒ ∃ endliche TeilmengẽA ⊂ A, die alle Vektoren ausA′ und damit auchV erzeugt.

Ist Ã minimal, so istÃ Basis vonV .

Ist Ã nicht minimal, so existiert TeilmengeA ⊂ Ã, die auch Erzeugendensystem ist. Nach endlich vielen Schritten
endet man so bei einem ErzeugendensystemB ⊂ A, das minimal ist. Nach Satz2.6 ist B Basis.

Bemerkung und Definition: SeiV K-Vektorraum mitdim V < ∞. Nach Satz2.8 existiert eine BasisB von V
mit |B| = n, n ∈ N0. Nach Satz2.7 entḧalt dann jede Basis vonV n Elemente.V heißt dannn-Dimensional.
Schreibweise:dim V = n.

Korollar 2.9. SeiV K-Vektorraum undB Basis mit|B| = n ∈ N0 (d.h.dim V = n). Ist A Erzeugendensystem
vonV mit |A| = n, so istA Basis.

Beweis:

Nach Satz2.8existiert BasisB′ vonV mit B′ ⊂ A.

⇒ |B| Satz2.7= |B′| ≤ |A| = n ⇒ |B′| = |A| (= n)

⇒ B′ = A ⇒ A Basis.
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Satz2.10(Basiserg̈anzungssatz). SeiV K-Vektorraum mitdim V <∞ und seiA ⊂ V linear unabḧangig. Dann
existiert eine ObermengeB ⊃ A, die Basis vonV ist.

Beweis:

Seidim V = n, n ∈ N0 ⇒ |A| ≤ n (wegen Satz2.6und weil es inV eine BasisB̃ mit |B̃| = n gibt)

Ist [A] = V , so istA Basis. Andernfalls existiertx ∈ V : x /∈ [A] ⇒ A ∪ {x}︸ ︷︷ ︸
=:A

linear unabḧangig mit

|A′| = |A|+ 1 ≤ n.

Nach endlich vielen Schritten landen wir so bei einer maximal linear unabhängigen MengeB, dieV = [B] erfüllt.
B ist Basis.

Korollar 2.11. SeiV K-Vektorraum,dim V = n, n ∈ N0 und seiA ⊂ V linear unabḧangig mit|A| = n. Dann
ist A Basis.

Beweis:Nach Satz2.10existiert BasisB mit A ⊂ B.

⇒ n = |A| ≤ |B| = n (weil dim V = n)

⇒ A = B, d.h.A Basis.

Satz2.12. SeiV K-Vektorraum mitdim V = n undU ⊂ V Untervektorraum. Dann gilt:

(i) dim U ≤ n

(ii) dim U = n ⇔ U = V

Beweis:

(i) SeiA ⊂ U ⊂ V l.u.
Satz2.10⇒ ∃ BasisB vonV mit A ⊂ B.

⇒ |A| ≤ |B| = n

⇒ ∃ maximale l.u. MengẽB in U und|B̃| ≤ n

⇒ B̃ ist Basis vonU , also istdim U = |B̃| ≤ n

(ii)
”
⇐ “: trivial.

”
⇒ “: Aus Beweis von (i) folgt |B̃| = n

Korollar 2.11⇒ B̃ Basis vonV . ⇒ U = [B̃] = V ⇒ U = V .

Bemerkung:

In unendlich dimensionalen VektorräumenV gelten die S̈atze2.8und2.10auch (entsprechend modifiziert). Beim
Beweis wird Zorn’sches Lemma benutzt (⇒ nicht konstruktiv)

Damit hat jederVektorraum eine Basis.

Korollar 2.9und2.11gelten nicht. Auch Satz2.12(b) gilt nicht.

Vorlesung: 2005-01-07

Beispiel:
1
2
−1
−1
−1


x1

,


2
−1
1
2
−1


x2

,


3
−4
3
5
−3


x3

,


−1
8
−5
−6
1


x4
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U := [x1, x2, x3, x4]

Basis vonU?

Allgemein:x1, . . . , xm ∈ Kn, U := [x1, . . . , xm], Basis vonU?

1. Verfahren

A :=

x>1
...

x>m

 ∈ Km×n Gauß
 Ã =

z>1
...

z>m



Satz2.13. Seienx1, . . . , xm ∈ Kn, U := [x1, . . . , xm], A :=

x>1
...

x>m

 undÃ =

z>1
...

z>m

 die Gaußnormalform von

A.

Dann bildenz1, . . . zk (k Anzahl der Treppenstufen) eine Basis vonU . Speziell giltdim U = k.

Beweis: Es gilt offensichtlichz1, . . . , zm ∈ U = [x1, . . . , xm]. Umgekehrt folgt entsprechendx1, . . . , xm ∈
[z1, . . . , xm].

⇒ [z1, . . . , xm] = U . Daz1, . . . , zk linear unabḧangig ⇒ Behauptung.

zum Beispiel
1 2 −1 −1 −1
2 −1 1 2 −2
3 −4 3 5 −3
−1 8 −5 −6 1



 


1 2 −1 −1 −1
0 1 − 3

5 − 4
5 0

0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 Treppennormalform

 


1 0 1

5 0 −1
0 1 − 3

5 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 Gaußnormalform

⇒


1
0
1
5
0
−1

 ,


0
1
− 3

5
0
0

 ,


0
0
0
1
0

 Basis vonU
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Alternatives Verfahren
1 2 3 −1
2 −1 −4 8
−1 1 3 5
−1 2 5 −6
−1 −2 −3 1



 


1 2 3 −1
0 1 2 −2
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 Treppennormalform

 


1 0 −1 0
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 Gaußnormalform

2. Verfahren

A :=
(
x1 · · · xm

)
∈ Kn×m Gauß

 Ã =
(
v1 · · · vm

)
U := [x1, . . . , xm], V = [v1, . . . , vm]

ZusammenhangU undV ?

Satz2.14. Seienx1, . . . , xm ∈ Kn, U := [x1, . . . , xm], A :=
(
x1 · · · xm

)
, Ã =

(
v1 · · · vm

)
die Gauß-

normalform vonA, V = [v1, . . . , vm].

Dann gilt dim U = dim V = k (k Anzahl der Treppenstufen). Seienj1, . . . , jk die Indizes der Treppenstufen,
dann bildenxj1 , . . . , xjk

eine Basis vonU .

Beweis:

Seit = (t1, . . . , tm) ∈ Km. Dann gilt

At = o ⇔ Ãt = o (6)

t1x1 + . . . + tmxm = o ⇔ t1v1 + . . . + tmvm = o (7)

Hier gilt: Die Variablentj , j /∈ {j1, . . . , jk} können frei geẅahlt werden. Z.B.tj = 1, ti = 0 ∀i 6= j, i /∈
{j1, . . . , jk}.
⇒ vj ∈ {vj1

e1

, . . . , vjk

ek

} ⇒ V = [vj1 , . . . , vjk
] = [e1, . . . , ek]

⇒ dim V = k

Wegen (6) folgt daraus, dassxj ∈ {xj1 , . . . , xjk
}, d.h.U = [xj1 , . . . , xjk

]

Weiter sindxj1 , . . . , xjk
linear unabḧangig weilvj1

e1

, . . . , vjk

ek

linear unabḧangig sind.

a1xj1 + . . . + akxjk
= o

Setzet = (0, . . . , 0, a1, 0, . . . , 0, a2, . . .)
⇒ At = o

⇔ Ãt = o

⇔ a1e1 + . . . + akek = o

⇔ a1 = . . . = ak = 0
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Also istxj1 , . . . , xjk
Basis vonU (⇒ dim U = k)

Im Beispiel bilden damitx1, x2, x4 eine Basis vonU .

Bemerkung: Verfahren und Resultate gelten auch für die Treppennormalform (statt Gaußnormalform).

Vorlesung: 2005-01-12

Beispiel:

U :=




1
−1
−1
−2

 ,


0
3
3
3

 ,


1
−3
1
−2

 ,


1
−2
−6
−5


 ⊂ R4

Basis?

• 1. Verfahren

A =


1 −1 −1 −2
0 3 3 3
1 −3 1 −2
1 −2 −6 −5

 Gauß
 


1 −1 −1 −2
0 1 1 1
0 0 1 1

2
0 0 0 0



⇒ Basis


1
−1
−1
−2

 ,


0
1
1
1

 ,


0
0
1
1
2


• 2. Verfahren

A =


1 0 1 1
−1 3 −3 −2
−1 3 1 −6
−2 3 −2 −5

 Gauß
 


1 0 1 1
0 1 − 2

3 − 1
3

0 0 1 −1
0 0 0 0



⇒ Basis


1
−1
−1
−2

 ,


0
3
3
3

 ,


1
−3
1
−2



Definition 2.10. SeiA ∈ Km×n, A =

z>1
...

zT
m

 =
(
s1 · · · sn

)
, zi ∈ Kn, sj ∈ Km.

Wir nennendim[z1, . . . , zm] denZeilenrangvonA.
Wir nennendim[s1, . . . , sn] denSpaltenrangvonA.

Satz2.15. Für jede MatrixA ∈ Km×n gilt Zeilenrang = Spaltenrang = Anzahlk der Treppenstufen in der Trep-
pennormalform vonA.

Beweis:Folgt sofort aus Satz2.13und2.14.

Definition 2.11. Wir nennenk denRangvonA. Schreibweise:Rang A, Rg A.

LATEXBuild: 10. August 2005, 16:32 56



Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 2,§3 Basis und Dimension

Korollar 2.16.

(i) Rang A = Rang A>

(ii) A ∈ Kn×n regul̈ar ⇔ Rg A = n

(iii) Ax = b lösbar⇔ Rg A = Rg
(

A b
)

Beweis:trivial.

Korollar 2.17. SeiA ∈ Km×n undL der Lösungsraum des homogenen LGSAx = o, L ⊂ Kn.

Dann giltdim L = n− Rg A.

Beweis:

Ax = o ⇔ Ãx = o (Ã GNF vonA)

Seieni1, . . . , ik die Indizes der Treppenstufen. Dann erhält man die allgemeine L̈osung vonÃx = o wie folgt:

Jede Variablexi, i /∈ {i1, . . . , ik} kann frei geẅahlt werden. Die Werte vonxi1 , . . . , xik
ergeben sich dann aus

Ãx = o.

Für jedesi /∈ {i1, . . . , ik} setzen wirxi = 1, xj = 0, j /∈ {i1, . . . , ik}, i 6= j.

⇒ n− k Vektoren, dieL aufspannen und linear unabhängig sind.

⇒ dim L = n− k

Spezialfall:i1 = 1, . . . , ik = k
1 ∗ · · · ∗

1
1

0 ∗ · · · ∗


⇒ Lösungen(

∗ · · · ∗ 1 0 0 . . . 0
)(

∗ · · · ∗ 0 1 0 · · · 0
)

...(
∗ · · · ∗ 0 0 · · · 0 1

)

Bemerkung: Jeder UnterraumU ⊂ Kn ist Lösungsraum eines LGSBx = o mit n− dim U Gleichungen.

Beweis:SeiU = [x1, . . . , xm]. BetrachteA =

x>1
...

x>n

 und das LGSAy = o.

⇒ Lösungsraum ist(n− Rg A︸ ︷︷ ︸
=:r

) dimensional, besitzt also Basisy1, . . . , yn−r ∈ Kn.

SeiB =

 y>1
...

y>n−r

 ∈ Kn−r×n.

U ist der L̈osungsraumL von Bx = o, denn es gilt AB>︸ ︷︷ ︸
=
�
Ay1 · · · Ayn−r

� = o ⇒ BA>︸ ︷︷ ︸
=
�
Bx1 · · · Bxm

� = o

⇒ xi löstBx = o
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⇒ U ⊂ L

Es gilt

dim U = r

= n− Rg B

= n− (n− r)
= r

⇒ U = L

Beispiel:

U =




1
−1
−1
−2
1

 ,


0
3
3
3
0

 ,


1
−3
1
−2
4




W =



−1
0
−4
−5
1

 ,


−5
−1
2
2
6

 ,


1
2
−1
3
2

 ,


3
1
0
3
3




U ∪W?1 −1 −1 −2 1
0 3 3 3 0
1 −3 1 −2 4

 Gauß
 

1 0 0 −1 1
0 1 0 1

2 − 3
4

0 0 1 1
2

3
4


⇒ Basis des L̈osungsraums vonAy = o:

2
−1
−1
2
0

 ,


−4
3
−3
0
4


⇒ U Lösungsraum von

2x1 − x2 − x3 + 2x4 = 0
−4x1 + 3x2 − 3x3 + 4x5 = 0

Analog folgtW Lösungsraum von

−12x1 − 6x2 + 5x3 + x4 + 13x5 = 0

Basis dieses L̈osungsraums ist
0
1
1
1
0

 ,


1
1
1
0
1


Basis vonU ∪W .

Vorlesung: 2005-01-14

§4 Summen und Faktorräume
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Definition 2.12. SeienA1, . . . , An Teilmengen desK-VektorraumsV .

Dann heißt

A1 + . . . + An := {x1 + . . . + xn | x1 ∈ A1, . . . , xn ∈ An}

dieSummevonA1, . . . , An. Kurzschreibweise:
∑n

i=1 Ai.

Definition 2.13. SeienU1, . . . , Un Untervektorr̈aume vonV undU1 + . . . + Uk die Summe.

Die Summe heißtdirekt, wenn gilt:

Ui ∩
k∑

j=1
j 6=i

Uj = {o} für i = 1, . . . , k

Schreibweise:U1 ⊕ . . .⊕ Uk.

Bemerkung:

(i) Die SummeU1 + . . . + Uk von Untervektorr̈aumen ist wieder Untervektorraum.

(ii) Es gilt: [A1] + . . . + [Ak] = [A1 ∪ . . . ∪Ak]

Beweis:[A1] + . . . + [Ak] ⊂ [A1 ∪ . . . ∪Ak] folgt aus Satz2.4.

A1 ∪ . . . ∪Ak ⊂ [A1] + . . . + [Ak] (i)⇒ [A1 ∪ . . . ∪Ak] ⊂ [A1] + . . . + [Ak]

Satz2.18. SeienU1, . . . , Uk Untervektorr̈aume desK-VektorraumsV .

Dann gilt: Die SummeU1 + . . . + Uk ist direkt :⇔ Jedesx ∈ U1 + . . . + Uk hat eine eindeutige Darstellung
x = x1 + . . . + xk, xi ∈ Ui

Beweis:

”
⇒ “:

Seienx = x1 + . . . + xk, x = x′1 + . . . + x′k zwei Darstellungen vonx. xi, x
′
i ∈ Ui

⇒ (x1 − x′1) + . . . + (xk − x′k) = o

⇒ x1 − x′1 =
k∑

i=2

(x′i − xi)

⇒ x1 − x′1 ∈ U1 ∩
k∑

i=2

Ui

⇒ x1 − x′1 = o weil Summe direkt

⇒ x1 = x′1

Analog folgtx2 = x′2, . . . , xk = x′k.

”
⇐ “:

Seix ∈ Ui ∩
∑k

j=1
j 6=i

xj , x 6= o

⇒ ⊂ ∈ Ujx =
k∑

j=1
j 6=i

xj xj ∈ Uj

⇒ Widerspruch, alsox = o ⇒ Summe ist direkt.
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Satz2.19(Dimensionssatz für Unterr̈aume). SeiV K-Vektorraum undU,W ⊂ V Untervektorr̈aume. Dann gilt

dim(U + W ) + dim(U ∩W ) = dimU + dim W

Beweis:

Seidim U =∞ oderdim W =∞ ⇒ dim(U + W ) =∞. ⇒ Behauptung.

Sei jetztdim U = m <∞, dim W = n <∞. ⇒ dim(U ∩W ) <∞, etwadim(U ∩W ) = k (k ≤ m∧ k ≤ n)

Seix1, . . . , xk eine Basis vonU ∩W . Wir erg̈anzen dies zu einer Basis vonU und einer Basis vonW :

x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xm x1, . . . , xk, x′k+1, . . . , x
′
n

Im Fall U ∩W = {o} ist die Basis vonU ∩W leer. Dies ist mitk = 0 in der obigenÜberlegung enthalten.

Behauptung:x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xm, x′k+1, . . . , x
′
n Basis vonU + W .

Beweis der Behauptung:

[x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xm, x′k+1, . . . , x
′
n] = U + W

Lineare Unabḧangigkeit:

a1x1 + . . . + amxm + a′k+1x
′
k+1 + . . . + a′nx′n = o

⇒ a′k+1x
′
k+1 + . . . + a′nx′n ∈ U ∩W

⇒ a′k+1 = . . . = a′n = 0
⇒ a1x1 + . . . + amxm = o

⇒ a1 = . . . = am = 0

Also folgt dim(U + W ) = m + (n− k) = dim U + dim W − dim(U ∩W ).

Korollar 2.20. Für direkte Summen giltdim(U + W ) = dimU + dim W .

Bemerkung:

(i) Im Fall dim V <∞ folgt ausdim(U + W ) = dimU + dim W , dass die Summe direkt ist.

(ii) U,W,Z seien Untervektorräume vonV . Dann k̈onnen die SummenU ⊕W , U ⊕ Z, W ⊕ Z alle direkt
sein, ohne dass die SummeU + W + Z direkt ist.

Definition 2.14. SeiV K-Vektorraum undU,W Untervektorr̈aume mitV = U ⊕W .

Dann heißtW KomplemenẗarraumzuU , undU Komplemenẗarraum zuW .

Satz 2.21. Sei V K-Vektorraum mitdim V = n < ∞, und seiU ⊂ V Untervektorraum. Dann existiert ein
KomplemenẗarraumW vonU , d.h. ein UntervektorraumW mit V = U ⊕W .

Beweis:Betrachte Basisx1, . . . , xk von U und erg̈anze diese zu Basisx1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn von V . Dann
setzeW = [xk+1, . . . , xn].
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Beispiel:

U =




1
2
−1
1
−1

 ,


2
−2
1
−2
−1

 ,


1
2
−1
−1
−2




1 2 −1 1 −1
2 −2 1 −2 −1
1 2 −1 −1 −2

 Gauß
 

1 2 −1 1 −1
0 −6 3 −4 1
0 0 0 −2 −1



⇒


0
0
1
0
0

 ,


0
0
0
0
1

 Basis eines KomplementärraumsW vonU

Andere M̈oglichekeit
0
0
3
2
1

 ,


0
0
0
0
1



Vorlesung: 2005-01-19

Faktorraum

V K-VR → (V,+) ablesche Gruppe
U ⊂ V UVR → U Untergruppe

}
⇒ V/U Faktorgruppe ex.

x ∼ y ⇔ x− y ∈ U

x ∼ y, x′ ∼ y′ ⇒ x + x′ ∼ y + y′

Daher[x]∼ + [y]∼ = [x + y]∼

Skalarmultiplikation aufV/U

a · [x]∼ = [a · x]∼

Sinnvoll, weil nicht von der Wahl des Repräsentanten abhängig.x ∼ y, a ∈ K ⇒ ax ∼ ay

Satz2.22. SeiV K-Vektorraum undU ⊂ V Untervektorraum.

Dann istV/U mit

[x]∼ + [y]∼ = [x + y]∼
a[x]∼ = [ax]∼

einK-Vektorraum. Er heißtFaktorraum(oderQuotientenraum).

Beweis:selbst.

Bemerkung:

• U = {o} ⇒ V/U = {{x} | x ∈ V } isomorph zuV

• U = V ⇒ V/U = {V } = {[o]∼} isomorph zu{o}
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Satz2.23. SeiV K-Vektorraum undU ⊂ V Untervektorraum.

Dann gilt

dim V = dim U + dim V/U

Beweis:Nur für dim V <∞.

SeiB := {x1, . . . , xk} Basis vonU (dim U = k). Wir erg̈anzenB zu einer Basis vonV .

x1, . . . , xk, y1, . . . , ym︸ ︷︷ ︸
B′

(dim V = k + m)

⇒ V = U ⊕ [B′]

BetrachteV/U

Behauptung:[y1]∼, . . . , [ym]∼ bilden Basis vonV/U .

• Erzeugendensystem:

Sei[x]∼ ∈ V/U x ∈ V

⇒ x = a1x1 + . . . + akxk + b1y1 + . . . + bmym ai, bi ∈ K
⇒ [x]∼ = [a1x1 + . . . + akxk]∼︸ ︷︷ ︸

=[o]∼

+b1[y1]∼ + . . . + bm[ym]∼

• Lineare Unabḧangigkeit:

Seienb1, . . . , bm ∈ K mit b1[y1]∼ + . . . + bm[ym]∼ = [o]∼
⇒ b1y1 + . . . + bmym︸ ︷︷ ︸

[B′]

∈ U

⇒ b1y1 + . . . + bmym = o

⇒ b1 = . . . = bm = 0

Korollar 2.24. SeiV K-Vektorraum undU ⊂ V Untervektorraum.

(i) Ist B Basis vonU undB ∪B′ Basis vonV mit B ∩B′ = ∅, dann ist{[y]∼ | y ∈ B′} Basis vonV/U .

(ii) Ist W Komplemenẗarraum vonU (in V ), so sindW undV/U isomorph.

Beweis:

(i) Siehe Beweis von Satz2.23

(ii) Es gilt:V = U ⊕W .

Setze

f : W → V/U
x7→[x]∼

Dann ist

• f injektiv: f(x) = [o]∼ ⇒ x ∈ U (undx ∈W ) ⇒ x ∈ U ∪W ⇒ x = o
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• f surjektiv: Sei[x]∼ ∈ V/U , x ∈ V

⇒ x = u + w u ∈ U, w inW

⇒ [x]∼ = [w]∼ ⇒ f(w) = [x]∼

Beispiel:

R5 ⊃ U =




1
2
−1
1
−1

 ,


2
−2
1
−2
−1

 ,


1
2
−1
−1
−2




Gesucht: Basis vonV/U?

Basis vonU
2
0
0
0
−1

 ,


0
2
1
0
−1

 ,


0
0
0
2
1


Basiserg̈anzung:

0
0
1
0
0

 ,


0
0
0
0
1


⇒ Basis vonV/U .

Elemente vonV/U : [x]∼ = x + U , also
0
0
1
0
0

+ U,


0
0
0
0
1

+ U

§5 Affine Unterr äume eines Vektorraums

o

x+U
U

x

Abbildung 11: Umx verschobener UntervektorraumU ⊂ R2
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Definition 2.15. SeiV K-Vektorraum undU ⊂ V Untervektorraum,x ∈ V .

Dann heißtL := x + U affiner UnterraumvonV . U heißtRichtungsraumvonL.

Bemerkung: SindL = x + U , L̃ = x̃ + Ũ affine Unterr̈aume. Dann gilt:

L ⊂ L̃ ⇔ U ⊂ Ũ undx− x̃ ∈ Ũ

Speziell giltL = L̃ ⇔ U = Ũ undx− x̃ ∈ U )

Beweis:

”
⇒ “: Seix + U ⊂ x̃ + Ũ

⇒ x ∈ x̃ + Ũ , alsox− x̃ ∈ U

Seiy ∈ U ⇒ x + y ∈ x̃ + Ũ , d.h.x + y = x̃ + ỹ, ỹ ∈ Ũ

⇒ y = (x̃− x) + ỹ ∈ Ũ

”
⇐ “: SeiU ⊂ Ũ , x− x̃ ∈ Ũ

Seix + y ∈ L, y ∈ U ⊂ Ũ

⇒ x + y = x̃ + (x− x̃) + y ∈ x̃ + Ũ = L̃

Bemerkung und Bezeichnung:Ist L = x + U , so setzen wirdim L := dim U . Weiter heißtdim V/U die
KodimensionvonL.

• dim L = 0, L = x + {o} = {x} ↔ x

Punkte(Vektoren↔ Punkte)

• dim L = 1, L = x + [y], y 6= o

Gerademit Aufpunktx und Richtungy

• dim L = 2, L = x + [u, v], u, v linear unabḧangig

Ebene

• KodimensionL = 1: Hyperebene

Vorlesung: 2005-01-21

Bemerkung:

(i) Die Lösungsmenge eines lösbaren (inhomogenen) LGSAx = b ist ein affiner Unterraum der Dimension
n− Rg A in Kn (falls A ∈ Kn).

(ii) Jeder affine UnterraumL ⊂ Kn lässt sich als L̈osungsmenge eines LGSAx = b schreiben, wobeiA ∈
Kk×n, b ∈ Kk, k = n− dim L, Rg A = k.

Insbesondere lässt sich eine Hyperebene durch eine lineare Gleichung

a1x1 + . . . + anxn = b

beschreiben, weobei(a1, . . . , an) 6= (0, . . . , 0)

DennL = x + U , U = Lösungsraum eines LGSAx = o, A ∈ Kn×m, m = n− dim U , Rg A = m.

Seiy ∈ L ⇔ y = x + u ⇔ y − x ∈ U ⇔ Ay = Ax =: b.

Geometrische Interpretation:

Jeder affine UnterraumL ⊂ Kn ist Durchschnitt vonm Hyperebenen,m = n− dim L.
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(iii) L = x + U , U = [x1, . . . , x4], x1, . . . , x4 Basis vonU

⇒ Jedesy ∈ L hat Darstellung

y = x + a1x1 + . . . + akxk ai ∈ K

(Parameter-DarstellungvonL)

Beispiel:

• Gerade:L = {x + a1x1 | a1 ∈ K}, x 6= o

• Ebene:L = {x + a1x1 + a2x2 | a1, a2 ∈ K}, x1, x2 linear unabḧangig

Beispiel:

L =


2
0
0
1

+




1
1
0
0

 ,


0
1
1
0

 ,


0
0
1
1


 L′ =


3
1
0
0

+




1
1
2
0

 ,


0
1
0
0


 ⊂ R4

L ∩ L′? Jedesx ∈ L ∩ L′ erfüllt

x =


2
0
0
1

+ a1


1
1
0
0

+ a2


0
1
1
0

+ a3


0
0
1
1

 =


3
1
0
0

+ b1


1
1
2
0

+ b2


0
1
0
0



⇔


1 0 0 1 0
1 1 0 −1 −1
0 1 1 −2 0
0 0 1 0 0




a1

a2

a3

b1

b2

 =


1
1
0
−1



Gauß
 


1 0 0 1 0 1
0 1 0 −2 −1 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1


⇒ b2 = 1, b1 = a ∈ K beliebig.

L ∩ L′ = {x =


3
1
0
0

+ a


−1
1
0
0

+


0
1
0
0

 | a ∈ R}

= {x =


3
2
0
0

+ a


−1
1
0
0

 | a ∈ R}

⇒ L ∩ L′ Gerade.

Satz 2.25. SeiM ein System von affinen Unterräumen.L = xL + UL (UL Richtungsraum vonL) in einem
K-VektorraumV . Dann ist⋂

L∈M
L

entweder∅ oder acuh ein affiner UnterraumM mit Richtungsraum

UM =
⋂

L∈M
UL
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Beweis:Sei
⋂

L∈M L 6= ∅, d.h.x0 ∈
⋂

L∈M L.

⇒ L = x0 + UL L ∈M

⇒
⋃

L∈M
L =

⋃
L∈M

(x0 + UL) = x0 +
⋃

L∈M
UL︸ ︷︷ ︸

UM

Bemerkung:

(i) Zwei affine Unterr̈aumeL := x + U , L′ := x′ + U ′ heißenparallel, wennU ⊂ U ′ oderU ′ ⊂ U .

SchreibweiseL ‖ L′.

(ii) Zwei Geraden inV , die disjunkt, aber nicht parallel sind, heißenwindschief.
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3 Lineare Abbildungen

§1 Definition und Eigenschaften linearer Abbildungen

Definition 3.1. SeienV,W K-Vektorr̈aume. Eine AbbildungΦ : V → W heißt linear (oder Vektorraum-
Homomorphismus), wenn

Φ(ax + by) = aΦ(x) + bΦ(y) ∀x, y ∈ V, a, b ∈ K

Ist Φ bijektiv, so heißtΦ Isomorphismus(undU,W dannisomorph, V ∼= W )

Ist W = V , d.h.Φ : V → V , so heißtΦ Endomorphismus.

Ein IsomorphismusΦ : V → V heißtAutomorphismus.

Ist Φ : V → W linear, so istBildΦ := Φ(V ) Untervektorraum vonW undKernΦ := {x ∈ V | Φ(x) = o}
Untervektorraum vonV .

Beispiel:

(i) Φ : V → W
x7→w0

mit w0 fest linear⇔ w0 = o

Φ = o Nullabbildung.

(ii) A ∈ Km×n, A =
(
a1

... an

)
, Φ :⊂ x 7→ AxKn → Km linear

BildΦ = {Ax | x ∈ Kn}
= {x1a1 + . . . + xnan | x1 . . . , xn ∈ K}
= [a1, . . . , an]

⇒ dim BildΦ = Rg A

KernΦ = Lösungsraum vonAx = o ⇒ dim Kern = n− Rg A.

(iii) D : R[X] → R[X]Pn
i=0 aiXi 7→

Pn
i=1 aiiXi−1

linear.

Vorlesung: 2005-01-26

U := [X, X2, X3, . . .] $ R[X].

D : U → R[X] bijektiv, also sindU undR[X] isomorph.

(iv) V = C[0, 1] Vektorraum der stetigen Funktionen auf[0, 1]

I : C[0, 1]→ R, f 7→
∫ 1

0
f(x) dx

(v) V ⊂ RN Unterraum der konvergenten Folgen.

Φ : (ai)i∈N 7→ lim
i →∞

ai

ist linear.

Satz3.1 (Homomorphiesatz für Vektorr̈aume). SeiΦ : V → W linear,V,W K-Vektorr̈aume. Dann gilt

(i) Die kanonische Abbildungk : V → V/Kern Φ ist linear

(ii) Es existiert eine injektive lineare AbbildungΦ : V/Kern Φ → W mit Φ = Φ ◦ k

(iii) Ist Φ surjektiv, so istΦ bijektiv
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V W

V/Kern φ

k

φ

φ

Abbildung 12: Homomorphiesatz für Vektorr̈aume

Beweis:Der Großteil wurde schon beim Homomorphiesatz für Gruppen bewiesen. Rest:

(i) k(a · x) = [a · x]∼ = a · [x]∼ = a · k(x)

(ii) Φ(a · [x]∼) = Φ([ax]∼) = Φ(ax) = a · Φ(x) = a · Φ(x)

Korollar 3.2. V/Kern Φ
∼= BildΦ

Korollar 3.3. Ist V = U ⊕W , so istV/U
∼= W , V/W

∼= U .

Beweis:SeiΦ : V → W
x7→u

. Jedesx ∈ V hat eine eundeutige Zerlegungx = u + w, u ∈ U , w ∈W .

⇒ Φ linear.KernΦ = W , BildΦ = U .

⇒ V/W
∼= U . Analog folgtV/U

∼= W .

Bemerkung:

(i) Die AbbildungΦ aus dem Beweis heißtProjektion(auf den UnterraumU ). Φ erfüllt Φ2︸︷︷︸
Φ◦Φ

= Φ.

(ii) Allgemein heißt eine AbbildungΦ : V → V Projektion, wennΦ2 = Φ gilt. Es gilt dannV = Kern Φ⊕
BildΦ. Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Beweis:Seix ∈ V , w := Φ(x)
∈Bild Φ

, v := x− Φ(x) ∈ KernΦ, da

Φ(v) = Φ(x)− Φ(x) = Φ(x)− Φ(x) = o

Die Summe ist direkt.

x ∈ (KernΦ ∩ BildΦ) ⇒ Φ(x) = o, x = Φ(x) y ∈ V geeignet

o = Φ(x) = Φ(Φ(x) = Φ(x) = x ⇒ x = o

Satz3.4. SeienV,W K-Vektorr̈aume undB eine Basis vonV .

Zu jeder AbbildungΦ′ : B → W existiert genau eine lineare AbbildungΦ : V raW mit Φ|B = Φ′, also
Φ(x) = Φ′(x) ∀x ∈ B.

Insbesondere ist eine lineare AbbildungΦ : V → W durch ihre Werte auf B eindeutig festgelegt.
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Beweis:Wir betrachten nurdim V = n <∞.

Also B = {x1, . . . , xn}
Jedesx ∈ V hat (eindeutige) Darstellung

x = a1x1, . . . , anxn a1, . . . , an ∈ K

SetzeΦ(x) := a1Φ(x1) + . . . + anΦ(xn) ⇒ Φ : V → W linear undΦ|B = Φ′.

Satz3.5. SeienV,W K-Vektorr̈aume,dim V = n, B = {x1, . . . , xn} Basis vonV . SeiΦ : V → W linear.
Dann gilt

(i) Φ injektiv ⇔ Φ(x1), . . . ,Φ(xn) linear unabḧangig

(ii) Φ surjektiv ⇔ [Φ(x1), . . . ,Φ(xn)] = W

(iii) Φ bijektiv ⇔ Φ(x1), . . . ,Φ(xn) Basis vonW

Beweis:

(i)
”
⇒ “: Sei a1Φ(x1) + . . . + anΦ(xn) = o

⇒ Φ(a1x1 + . . . + anxn) = o

⇒ a1x1 + . . . + anxn = o

B Basis⇒ a1 = . . . = an = o

”
⇐ “: Sei Φ(x) = o ⇒ x hat Darstellung

x = a1x1 + . . . + anxn

⇒ Φ(a1x1 + . . . + anxn) = o

⇒ a1Φ(x1) + . . . + anΦ(xn) = o

⇒ a1 = . . . = an = o

⇒ x = o

(ii)
”
⇒ “: Zu jedemy ∈W existiertx ∈ V mit y = Φ(x)

x = a1x1 + . . . + anxn

= Φ(a1x1 + . . . + anxn)
= a1Φ(x1) + . . . + anΦ(xn)

”
⇐ “: Sei y ∈W

y = a1Φ(x1) + . . . + anΦ(xn)
= Φ(a1x1 + . . . + anxn︸ ︷︷ ︸

=:x

)

(iii) Folgt aus (i) und (ii ).

Korollar 3.6. Seidim V = dim W = n <∞ undΦ : V → W linear. Dann gilt

Φ injektiv ⇔ Φ surjektiv ⇔ Φ bijektiv

Vorlesung: 2005-01-28
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Satz3.7. SeienV,W K-Vektorr̈aume mitdim V <∞. Dann gilt

V ∼= W ⇔ dim V = dim W

Beweis:

”
⇒ “: V ∼= W , d.h. es existiert ein IsomorphismusΦ : V → W .

Seienx1, . . . , xn eine Basis vonV , d.h.dim V = n.

⇒ Φ(x1), . . . ,Φ(xn) Basis vonW ⇒ dim W = n = dim V

”
⇐ “: Seidim V = dim W = n und seienx1, . . . , xn Basis vonV undy1, . . . , yn Basis vonW .

SetzeΦ(xi) = yi, i = 1, . . . , n

Satz3.4⇒ Φ lässt sich zu einer linearen Abbildung vonV nachW fortsetzen.
Satz3.5⇒ Φ Isomorphismus.

Bemerkung:

(i) Jedern-dimensionaleK Vektorraum ist isomorph zuKn

(ii) Satz3.7gilt nicht für Vektorr̈aumeV,W mit dim V = dim W =∞.

Satz3.8 (Dimensionssatz für lineare Abbildungen). SeienV,W K-Vektorr̈aume undΦ : V → W linear. Dann
gilt

dim KernΦ + dim BildΦ = dim V

Beweis:Es giltBildΦ ∼= V/Kern Φ ⇒ dim BildΦ = dim V/Kern Φ unddim V/Kern Φ = dim V − dim KernΦ.

§2 Vektorr äume linearer Abbildungen

Satz3.9. SeienV,W,X K-Vektorr̈aume

(i) SindΦ : V → W , Ψ : W → X linear, so auchΨ ◦ Φ : V → X

(ii) Ist Φ : V → W Isomorphismus, so auchΦ−1 : W → V

(iii) SindΦ,Ψ : V → W linear, unda ∈ K, so sind auchΦ + Ψ undaΦ linear.

Beweis:

(i) trivial.

(ii) Lineariẗat vonΦ−1

Φ(Φ−1(ax + by)) = ax + by x, y ∈W ; a, b ∈ K
= aΦ(Φ−1(x)) + bΦ(Φ−1(y))

= Φ(aΦ−1(x) + bΦ−1(y))

⇒ Φ−1(ax + by) = aΦ−1(x) + bΦ−1(y)
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(iii) trivial.

Bemerkung und Definition:

(i) Die MengeHom(V,W ) aller linearen AbbildungenΦ : V → W ist einK-Vektorraum.

(ii) Für Hom(V, V ) schreibt man auchEnd(V ).

End(V ) ist K-Vektorraum und Ring mit Eins (bzgl.+, ◦). Eine solche Struktur heißtAlgebra, weil noch

a · (Φ ◦Ψ) = (a · Φ) ◦Ψ = Φ ◦ (a ·Ψ)

für allea ∈ K, Φ,Ψ ∈ End(V ) gilt.

(iii) Die MengeAut(V ) der AutomorphismenΦ : V → V bildet bzgl.◦ eine Gruppe.

Satz3.10. SeienV,W K-Vektorr̈aume,dim V <∞, dim W <∞. Dann gilt

dim Hom(V,W ) = dim V · dim W

Beweis:Seienv1, . . . , vn Basis vonV undw1, . . . , wm Basis vonW .

Φij : V → W
vj 7→i

vk 7→o; k 6=i

i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}

⇒ Φij(vk) = δkjwi k = 1, . . . , n

⇒ m · n lineare AbbildungenΦij ∈ Hom V,W

1. Behauptung:

Φij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n sind linear unabḧangig

Sei
∑

i

∑
j aijΦij = o

⇒ o =

∑
j

∑
j

aijΦij

 (vk)

=
∑

i

∑
j

aijΦij(k)

=
∑

i

∑
j

aijδkjwi

=
∑

i

aikwi

⇒ aik = o, i = 1, . . . ,m

Weil k beliebig war, sind alleaij = o

2. Behauptung:

Φij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n ist Erzeugendensystem vonHom(V,W )

SeiΦ ∈ Hom(V,W ) ⇒ Φ(vk) hat Darstellung bez̈uglich der Basisw1, . . . , wm:

Φ(vk) =
m∑

i=1

aikwi k = 1, . . . , n
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Damit gilt∑
i

∑
j

aijΦij

 (vk) =
∑

i

∑
j

aijδkjwi

=
∑

i

∑
j

aijδkjwi

=
∑

i

aikwi

= Φ(vk) k = 1, . . . , n

Satz3.4⇒
∑

i

∑
j aijΦij = Φ

Jetzt:W = K, d.h.Φ : V → K.

StattHom(V, K) schreibt man hierV ∗ und nennt dies denDualraumvonV . Die ElementeΦ ∈ V ∗ schreiben wir
auch alsx∗, y∗, . . .. Sie heißenlineare FunktionaleoderLinearformen.

Beispiel:

(i) Integral (siehe fr̈uheres Beispiel) und Grenzwert sind Linearformen.

(ii) V = KA, A bel. Menge.

Φx0 : KA → K
f 7→f(x0)

x0 ∈ A fest

⇒ Φ ∈ V ∗ Auswertungsfunktional.

(iii) V = Kn×n, Φ = A = ((aij)) 7→
∑n

i=1 aii lineares Funktional (SpurvonA).

Vorlesung: 2005-02-02

Anm. des Autors. Diese Vorlesung wurde von Prof. Drumm gehalten. Leider waren recht viele Fehler im Tafel-
anschrieb. Falls ihr welche findet, mailt mir bitte.

V ∗ = Hom(V, K). dim V = n = dim V ∗ ⇒ V ∼= V ∗

B = {v1, . . . , vn} Basis inV . Durch

v∗j (vi) := δji j, i = 1, . . . , n

werdenn linear unabḧangige Vektorenv∗1 , . . . , v∗n definiert.{v∗1 , . . . , v∗n} ist Basis inV ∗, bzwDualbasiszuB.

Speziell:V = Kn, B := {e1, . . . , en} Standardbasis.

⇒ B∗ = {e∗1, . . . , e∗n} Dualbasis mite∗j (ei) = δji.

e∗j : Kn → K festgelegt durch(
e∗j (e1), . . . , e∗j (ej), . . . , e∗j (en)

)
= ej

Allgemein:x∗ : Kn → K festgelegt durch

(
x∗(e1)

x1

, . . . , x∗(en)
xn

)
x =

x1

...
xn


⇒ x∗ = x1e

∗
1 + . . . + x1e

∗
1
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y ∈ Kn, y =
∑n

j=1 yiei =

( y1

...
yn

)

x∗(y) =

 n∑
j=1

xje
∗
j

 n∑
j=1

yiei


=
∑

j

∑
i

xjyi e∗j (ei)︸ ︷︷ ︸
δji

)

=
n∑

i=1

xjyi

= x>y

Standardskalarproduktin Kn.

IdentifiziereKn mit (Kn)∗, damitB = B∗ (identifiziert).

Bemerkung: V = R[X], V ∗ =?B = {1, X,X2, X3, . . .} kanonische Basis inV .

Seix∗ ∈ V ∗. x∗ festgelegt durch
(
x∗(1), x∗(X), x∗(X2), . . .

)
∈ RN0 .

DefiniereΦ : (R[X])∗ → RN0 , x∗ 7→
(
x∗(1), x∗(X), x∗(X2), . . .

)
.

Φ ist linear, injektiv und surjektiv.

⇒ V ∗ ∼= RN0 , aberV � RN0 ⇒ V � V ∗.

V , V ∗, (V ∗)∗ =: V ∗∗ Bidualraum.

Bemerkung:

x∗(x) = 0 für allex ∈ V → x∗ = 0 ∈ V ∗

x∗(x) = 0 für allex∗ ∈ V ∗ → x = 0 ∈ V

denn:

Annahme:x 6= 0 ∈ V . Erg̈anzex zu einer BasisB vonV .

Definierex∗ ∈ V ∗ durchx∗(x) := 1, x∗(x′) = 0 für allex′ ∈ B \ {x}. Widerspruch.

Satz3.11. Die AbbildungΨ : V → V ∗∗
x7→Ψ(x)

mit Ψ(x)(x∗) := x∗(x) ist linear und injektiv.

Ist dim V <∞, so istΨ auch surjektiv, alsoV ∼= V ∗∗.

Beweis:Seix, y ∈ V . Für allex∗ ∈ V ∗ gilt

Ψ(x + y)(x∗) = x∗(x + y)

= x(x) + x∗(y)

= Ψ(x)(x+) + Ψ(y)(x∗)
= (Ψ(x) + Ψ(y)) (x∗)

Analog:Ψ(ax) = aΨ(x) für allea ∈ K undx ∈ V .

Injektivität: SeiΨ(x) = 0 ∈ V ∗∗. Zu Zeigen:x = 0 ∈ V .

Seix∗ ∈ V ∗ beliebig ⇒ 0 = 0(x∗) = Ψ(x) = x∗(x)

⇒ x = 0 ∈ V .

Ergebnis: F̈ur dim V < ∞ identifizieren wirV ∗∗ mit V . Für dim V = ∞ fassen wirV als Untervektorraum von
V ∗∗ auf.
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Definition 3.2. Φ : V → W linear,V ∗,W ∗ Dualr̈aume zuV,W .

Φ> : W ∗ → V ∗, y∗ 7→ y∗ ◦ Φ

heißt dietransponierteoderduale AbbildungvonΦ.

Bemerkung:

(i) Φ> surjektiv ⇒ Φ injektiv

(ii) Φ> injektiv ⇒ Φ surjektiv

Beweis:

(i) SeiΦ(x) = 0 ∈W , zu zeigen:x = 0 ∈ V

⇔ x∗(x) = 0 ∈ K für allex∗ ∈ V ∗

Seix∗ ∈ V ∗ beliebig
Vor.⇒ ∃y∗ ∈W ∗ : Φ>(y∗) = x∗

⇒ x∗(x) = Φ>(y∗)(x∗) = (x∗ ◦ Φ)(x) = y∗(Φ(x)︸ ︷︷ ︸
0

) = 0

(ii) Φ surjektiv ⇒ Φ(V ) = W .

Ann.: Φ(V ) $ W

Φ> injektiv ⇔ Φ>(y∗) = 0 ∈ V ∗ ⇒ y∗ = 0 ∈W ∗

⇔ y∗ ◦ Φ = 0 ∈ V ∗ ⇒ y∗ = 0 ∈W ∗

⇔ ∀x ∈ V : y∗ ◦ Φ(x) = 0 ∈ K ⇒ y∗ = 0 ∈W ∗

⇔ y∗|Bild Φ = 0 ⇒ y∗ = 0

Also: Erg̈anze BasisB vonΦ(V ) zu einer BasisB′ vonW .

Definierey∗ ∈W ∗ wie folgt

y∗(y) :=
{

0 für alle y ∈ B
1 für alle y ∈ B′ \B

Widerspruch!

Satz3.12.

(i) (idV )> = idV ∗

(ii) (Φ + Ψ)> = Φ> + Ψ> Φ,Ψ ∈ Hom(V,W )

(iii) (aΦ)> = a(Φ)> a ∈ K

(iv) (Ψ ◦ Φ)> = Φ> ◦Ψ> Φ : V → W linear undΨ : W → X linear

(v) Ist Φ : V → W Isomorphismus, so istΦ> : W ∗ → V ∗ Isormorphismus und(Φ−1)> = (Φ>)−1 und
umgekehrt

Vorlesung: 2005-02-04

Anm. des Autors. Diese Vorlesung wurde von Herr Hoffmann gehalten.
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§3 Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

Im Folgenden seiK ein Körper,V,W K-Vektorr̈aume,dim V = n unddim W = m.

Da es auf die Reihenfolge der Basisvektoren ankommt, bezeichne

B = (v1, . . . , vn) 6= (v2, v1, v2, . . . , vn) und C = (w1, . . . , wm)

einegeordnete BasisvonV bzw.W .

Nach Satz2.6existieren f̈ur jedesx ∈ V eindeutig bestimmte Skalarex1, . . . , xn ∈ K mit

x = x1v1 + . . . + xnvn

Die Zahlenx1, . . . , xn ∈ K nennen wirKoordinatenvonx bzgl.B (geordnet).

Der Vektor

x̂ =

x1

...
xn

 ∈ Kn

heißtKoordinatenvektorx bzgl.B (geordnet).

Die Abbildungx 7→ x̂ ist ein Isomorphismus zwischenV undKn.

SeiΦ : V → W eine lineare Abbildung. F̈ur j = 1, . . . , n existieren nunaij , . . . , anj (eindeutig bestimmt) mit

Φ(vj) = a1j · w1 + . . . + amj · wm

Die Matrix

AΦ :=

a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn

 ∈ Km×n

heißtAbbildungsmatrixvonΦ bzgl.B undC.

Beispiel:Sein = 3, m = 4 undΦ ∈ Hom(V,W ) mit

Φ(v1) = w1 − w2 + 3w3 − w4

Φ(v2) = 2w1 + w2 + 7w3 + 2w4

Φ(v3) = 3w2 + w3 + 4w4

Also ist

AΦ =


1 2 0
−1 1 3
3 7 1
−1 2 3


In derj-ten Spalte vonAΦ steht der Koordinatenvektor vonΦ(vj) bzgl.C.

Außerdem giltdim BildΦ = Rg AΦ (vgl. Übungsbaufgabe). Die Dimension vonBildΦ bezeichnet man deshalb
auch als Rang vonΦ, kurzRg Φ.

Satz3.13. Die AbbildungΦ 7→ AΦ ist ein Isomorphismus vonHom(V,W ) nachKm×n.
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Beweis:SeiAΦ = ((aij)) undAΦ′ = ((a′ij)). Für a, a′ ∈ K undj = 1, . . . , n gilt

(aΦ + a′Φ′)(vj) = aΦ(vj) + a′Φ′(vj)

= a ·
m∑

i=1

aijwi + a′ ·
m∑

i=1

a′ijwi

=
m∑

i=1

(a · aij + a′ · a′ij) · wi

Damit gilt AaΦ+a′Φ′ = a ·AΦ + a′ ·AΦ′ .

Gilt AΦ = AΦ′ für Φ,Φ′ ∈ Hom(V,W )

⇒ Φ̂(v1) = Φ̂′(v1), . . . , Φ̂(vn) = Φ̂′(vn)

Also Spalten aus Matrizen gleich.

⇔ Φ(v1) = Φ′(v1), . . . ,Φ(vn) = Φ′(vn)
Satz3.4⇔ Φ = Φ′

Also ist die Abbildung injektiv.

SeiA ∈ Km×n. Wir definierenΦA : Kn → Km alsx 7→ Ax. Das ist eine lineare Abbildung mit Abbildungsma-
trix A.

Definieren wir weiter

Φ(v1) = a11w1 + . . . + a1mwm

...
Φ(vn) = an1w1 + . . . + anmwm

Dann ist dies eine lineare Abbildung mit AbbildungsmatrixA = ((aij)).

Damit ist die Abbildung auch surjektiv.

Beispiel: (Fortsetzung des vorhergehenden Beispiels.)

v̂1 =


1
0
...
0

 vn =


0
...
0
1


Es gilt:

a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn





0
...
0
1
0
...
0


=

a1i

...
ami
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Seix̂ =

(
x1

...
xn

)
∈ Kn.

a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn

 · x̂ = A ·
(
x1


1
0
...
0

+ . . . + xn


0
...
0
1

)

= x1Av̂1 + x1Av̂2 + . . . + xnAv̂n

= x1Φ̂(v1) + . . . + xnΦ̂(vn)

= ̂Φ(x1v1 + . . . + xnvn)

= Φ̂(x)

Also gilt Satz3.14.

Satz3.14. Ist AΦ die Abbildungsmatrix vonΦ ∈ Hom(V,W ), so gilt für allex ∈ V

Φ̂(x) = Ax̂

Beispiel: (Fortsetzung des vorhergehenden Beispiels.) Wie siehtKernΦ aus?KernΦ = {x ∈ V | Φ(x) = 0}
Wir bestimmen allêx ∈ R3 mit

Ax̂ =


0
0
0
0


Dies ist die L̈osungsmenge des LGS

1 2 0
−1 1 3
3 7 1
−1 2 4


⇒ x̂ ∈ [

(
2
−1
1

)
] ⇒ KernΦ = [2v1 − v2 + v3].

Satz3.15. SeiX ein K-Vektorraum mitdim X = k und geordneter BasisD. Weiter seiΦ′ : W → X linear.
Dann gilt

AΦ′◦Φ = AΦ′ ·AΦ

Beweis:B = (v1, . . . , vn). Φ(vi) = yi für i = 1, . . . , n. Φ′(yi) = zi für i = 1, . . . , n. Also Φ′ ◦ Φ(vi) = zi.

Nach Satz3.14gilt dann

ẑi = AΦ · ŷi

= AΦ′ · (AΦ · v̂i)
= (AΦ′ ·AΦ)v̂i

⇒ AΦ′◦Φ = AΦ′ ·AΦ.
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Satz3.16. Φ : V → W ist genau dann Isomorphismus wennAΦ regul̈ar ist. Dann gilt

(AΦ)−1 = AΦ−1

Man beachte in diesem Fall mussdim V = dim W = n sein.

Beweis:

Φ Isomorphismus⇒ Φ−1 ◦ Φ = idV , Φ ◦ Φ−1 = idV

Satz3.15⇒ AΦ−1 ·AΦ = En und AΦ ·AΦ−1 = En

⇒ AΦ−1 = (AΦ)−1

Sei nunAΦ regul̈ar, das heißt(AΦ)−1 existiert. Nach Satz3.13existiert eine lineare AbbildungΦ′ : W → V mit
AΦ′ = (AΦ)−1. Es gilt:

AΦ ·AΦ′ = En AΦ′ ·AΦ = En

Nach Satz3.15: Φ ◦ Φ′ = idV , Φ′ ◦ Φ = idV .

⇒ Φ′ = Φ−1.

Vorlesung: 2005-02-09

Anm. des Autors. Diese Vorlesung wurde von Herr Hoffmann gehalten.

SeiK ein Körper,V,W endlich dimensionaleK-Vektorr̈aume mitdim V = n unddim W = m und geordenete
BasenB = (v1, . . . , vn) vonV undC = (w1, . . . , wm) geordnete Basen undΦ : V → W linear.

Satz3.17. SeienV,W,B,C, Φ wie oben undAΦ von Φ bzgl.B undC. Ist AΦ> die Abbildungsmatrix vonΦ>

bzgl. der dualen BasisC∗ undB∗, so gilt

AΦ> = A>Φ

Beweis:SeiAΦ> = ((ckl)). Dann gilt (nach Aufbau vonAΦ> ):

Φ>(w∗l ) =
n∑

j=1

cjlv
∗
j

Damit

(Φ>(w∗l ))(vk) =
n∑

j=1

cjl v
∗
j (vk)︸ ︷︷ ︸
δjk

= ckl

Nach Definition vonΦ> gilt

(Φ>(w∗l ))(vk) = w∗l (Φ(vk))

= w∗l

( m∑
i=1

aikwi

)
=

m∑
i=1

aik w∗l (wi)︸ ︷︷ ︸
δli

= alk

wobeiAΦ = ((aij)).
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⇒ ckl = alk für allek = 1, . . . , n, l = 1, . . . ,m.

SeienB̃ = (ṽ1, . . . , ṽn) eine weitere geordnete basis vonV undC̃ = (w̃1, . . . , w̃m) eine weitere geordnete Basis
vonW . AΦ := ((aij)) die Abbildungsmatrix bzgl.B undC undÃΦ die Abbildungsmatrix bzgl.̃B undC̃.

SeiS die Abbildungsmatrix vonidV bzgl. der BaseñB undB̃. Dann gilt: IstS := ((sij)), so gilt

ṽj = s1jv1 + . . . + snjvn ∀j = 1, . . . , n

und umgekehrt.

Aus Satz3.16folgt: S ist regul̈ar, undS−1 ist die Abbildungsmatrix vonidV bzgl.B undB̃.

Ist w̃k = t1kw1 + . . . + tmkwm für k = 1, . . . ,m so istT := ((tij)) die Abbildungsmatrix vonidW bzgl. C̃ und
C undT−1 die Abbildungsmatrix vonidW bzgl.C undC̃.

Sei nunx ∈ V beliebig.

(i) x̂B = Sx̂ eB
(ii) Φ(x̂)C = AΦx̂B

(iii) Φ(x̂) eC = T−1Φ(x̂)C

⇔

ÃΦx̂B = Φ(x̂)C

= T−1Φ(x̂)C

= T−1AΦx̂B

= T−1AΦSx̂B

⇒ Ã = T−1AΦS

Definition 3.3. Zwei MatrizenA, Ã ausKm×n heißenäquivalent, wenn es reguläre MatrizenS ∈ Km×n und
T ∈ Kn×m gilt mit

Ã = T−1AS

Beispiel:

Φ : R3 → R4

habe bzgl. der Standardbasis die Abbildungsmatrix

AΦ :=


1 2 0
−1 1 3
3 7 1
−1 2 4



B̃ = (

1
1
0

 ,

0
1
1

 ,

1
0
1

), C̃ = (


1
1
0
0

 ,


1
0
1
0

 ,


0
1
1
0

 ,


1
0
0
1

)

geordnete Basen vonR3 bzw.R4.

⇒ S =

1 0 1
1 1 0
0 1 1

 T =


1 1 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1
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⇒ T−1.

ÃΦ die Abbildungsmatrix bzgl.̃B undC̃, ist

ÃΦ = T−1AΦS =


−4 −4 −2
6 0 0
4 8 4
1 6 3


Die Äquivalenz von Matrizen ist einëAquivalenzrelation aufKm×n.

Durch elementare Zeilen oder Spaltenumformungen geht eine MatrixA in eineäquivalente MatrixÃ über.

Jede Matrix ist zu ihrer Gaußschen Normalformäquivalent.

Zwei Matrizen sind genau dannäquivalent wenn sie den selben Rang haben.

SeiΦ : V → V ein Endomorphismus undAΦ die Abbildungsmatrix bzgl.B undB. Wie sieht die Abbildungs-
matrix ÃΦ vonΦ bzgl.B̃ undB̃ aus? Es gilt

ÃΦ = S−1AΦS

Definition 3.4. Zwei MatrizenA, Ã ∈ Kn×n heißenähnlich, falls es eine reguläre MatrixS ∈ Kn×n gibt mit

Ã = S−1AS

Auch das ist einëAquivalenzrelation aufKn×n.

Ähnliche Matrizen sind aucḧaquivalent, aber die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.
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4 Determinanten und Eigenwerte

§1 Determinate

Sei

π =
(

1 · · · i · · · j · · · m
π(1) · · · π(i) · · · π(j) · · · π(m)

)
∈ Sm

Ein Paar(i, j) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . ,m} heißtFehlstand, falls

i < j aber π(i) > π(j)

F(π) ist die Anzahl der Fehlstände vonπ.

Beispiel:

π =
(

1 2 3 4
1 2 1 3

)
(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3) sind Fehlsẗande, also istF(π) = 4.

Bemerkung:

(i) Für π ∈ Sm gilt∏
1≤i<j≤m

π(j)− π(i)
j − 1

= (−1)F(π)

(ii) Für alleσ, π ∈ Sm gilt

(−1)F(σ◦π) = (−1)F(σ) · (−1)F (π)

(iii) (−1)F(π) = (−1)F(π−1)

F(τ i,j) = 2(j − 1)− 1

Aus diesen Eigenschaften folgt: Eine Permutation ist genau dann gerade, wenn ihre Fehlstandszahl gerade ist.

Definition 4.1. SeiA ∈ Kn×m. Dann heißt

detA :=
∑

π∈Sn

(−1)F(π) · aπ(1),1 · · · aπ(n),n

dieDeterminantevonA.

Wir schreiben|A|. Ist A = ((aij)), dann

detA =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
Vorlesung: 2005-02-11
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Bemerkung:

(i) n = 1: det A = a11

A =
(
a11

)
n = 2: det A = a11a22 − a21a12

A =
(

a11 a12

a21 a22

)
n = 3: det A = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 − a11a32a23 − a31a22a13 − a21a12a33

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


n ≥ 4: Keine entsprechende Regel.

(ii) A obere oder untere Dreiecksmatrix, dann ist

det A = a11 · · · ann

(iii) det En = 1

Satz4.1. Es gilt

detA = det A>

Beweis:A = ((aij)), A> = ((ãij)) mit ãij = aji. Dann gilt

detA> =
∑

π∈Sn

(−1)F(π) · ãπ(1),1 · · · ãπ(n),n

=
∑

π∈Sn

(−1)F(π) · a1,π(1) · · · an,π(n)

=
∑

π∈Sn

(−1)F(π) · aπ−1(π(1)),π(1) · · · aπ−1(π(n)),π(n)

=
∑

π∈Sn

(−1)F(π) · aπ−1(1),1 · · · aπ−1(n),n

=
∑

π−1︸︷︷︸
τ

∈Sn

(−1)
F(π−1︸︷︷︸

τ

)

a
π−1︸︷︷︸

τ

(1),1
· · · a

π−1︸︷︷︸
τ

(n),n

= detA

Bemerkung:

detA =
∑

π∈Sn

(−1)F(π) · a1,π(1) · · · an,π(n)

Sei ∆ : (Kn)n → K, (x1, . . . , xn) 7→ det
(
x1 · · · xn

)
und ∆̃ : (Kn)n → K, (y1, . . . , yn) 7→

det
(
y1 · · · yn

)>
.

Nach Satz4.1gilt

∆ = ∆̃
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Satz4.2. Die Funktion∆ hat folgende Eigenschaften

(i) ∆ ist multilinear, d.h.

∆(a1x1 + a′1x
′
1, x2, . . . , xn) = a1∆(x1, x2, . . . , xn) + a′1∆(x′1, x2, . . . , xn)

usw...

(ii) ∆(xπ(1), . . . , xπ(n)) = (−1)F(π)∆(x1, . . . , xn), insbesondere ist∆ alternierend, d.h.

∆(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn) = −∆(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn)

(iii) ∆ ist normiert, d.h.∆(e1, . . . , en) = 1

(iv) ∆(x1, . . . , xn) = 0 ⇔ x1, . . . , xn linear abḧangig.

Beweis:

(i) Folgt direkt aus der Definition von∆.

(ii) Sei
(
x1 · · · xn

)
= ((aij))

∆(xπ(1), . . . , xπ(n)) = det(xπ(1), . . . , xπ(n))

=
∑

τ∈Sn

(−1)F(τ)aτ(1),π(1) · · · aτ(n),π(n) τ = σ ◦ π

=
∑

σ∈Sn

(−1)F(σ◦π)aσ(π(a)),π(1) · · · aσ(π(n)),π(n)

=
∑

σ∈Sn

(−1)F(σ)(−1)F(π)aσ(1),1 · · · aσ(n),n

= (−1)F(π) · detA

= (−1)F(π) ·∆(x1, . . . , xn)

(iii) ∆(e1, . . . , en) = det En = 1

(iv) Zunächst Spezialfall: Giltxi = xj für ein Paar(i, j) mit i 6= j, so ist

∆(x1, . . . , xn) = 0

A =
(
x1 · · · xn

)
. In detA = ∆(x1, . . . , xn) tritt mit

(−1)F(π)aπ(1),1 · · · aπ(n),n

auch der Summand

(−1)F(π◦τ(i,j))aπ(τ(i,j)(1)),1 · · · aπ(τ(i,j)(n)),n

auf.

⇒ −(−1)F(π)aπ(1),1 · · · aπ(j),i︸ ︷︷ ︸
aπ(j),j

· · · aπ(i),j︸ ︷︷ ︸
aπ(i),i

· · · aπ(n),n

⇒ Summe ist0.

⇒ ∆(x1, . . . , xn) = 0.
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Einschub. Wäre hier auch ein k̈urzerer Schluss m̈oglich gewesen? Also so:

∆(x1, . . . , xi, . . . , xj
=xi

, . . . , xn) (ii )= −∆(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn)

⇒ ∆(x1, . . . , xn) = −∆(x1, . . . , xn)
⇔ ∆(x1, . . . , xn) + ∆(x1, . . . , xn) = 0
⇒ ∆(x1, . . . , xn) = 0

Dies gilt jedoch z.b. nicht inF2, daher ẅare dieser Beweis nicht allgemeingültig!

Allgemeiner Fall:x1, . . . , xn linear abḧangig ⇒ ∆(x1, . . . , xn) = 0.

x1, . . . , xn linear abḧangig ⇒ ∃ Darstellung

x1 = b2x2 + . . . + bnxn

⇒ ∆(x1, . . . , xn) (i)=
n∑

i=2

bi ∆(xi, x1, . . . , xn)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

Sei nun∆(x1, . . . , xn) = 0.

Annahme:x1, . . . , xn linear unabḧangig ⇒ x1, . . . , xn Basis vonKn.

⇒ ej =
n∑

k=1

akjxk j = 1, . . . , n

Also

1 = ∆(e1, . . . , en)

=
n∑

k1=1

n∑
kn=1

ak1,1 · · · akn,n∆(xk1 , . . . , xkn
)

=
∑

π∈Sn

aπ(1),1 · · · aπ(n),n ∆(xπ(1), . . . , xπ(n))︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

Widerspruch.

Satz4.3 (Rechenregeln für Determinanten).

(i) Addition eines Vielfachen einer Spalte (Zeile) zu einer anderenändertdetA nicht.

(ii) Multiplikation einer Spalte (Zeile) mita ∈ K ändertdetA um den Faktora.

(iii) Vertauschen zweier Spalten (Zeilen)ändert das Vorzeichen vondetA.

(iv) A regul̈ar ⇔ detA 6= 0.

Beweis:klar.

Vorlesung: 2005-02-16
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Beispiel:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y y
2 0 1 2 0
2 − 1 0 1 1
0 1 2 1 2
− 2 0 2 − 1 2
2 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 2 1 2 0
− 1 2 0 1 1
1 0 2 1 2
0 − 2 2 − 1 2
0 2 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

←−

←−

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 1 2
− 1 2 0 1 1
0 2 1 2 0
0 − 2 2 − 1 2
0 2 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
←−+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 1 2
0 2 2 2 3
0 2 1 2 0
0 − 2 2 − 1 2
0 2 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
| − 1
←−−−−+

←−−−−−−−+

| − 1

←−−−−−−−−−−−−−−−+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 1 2
0 2 2 2 3
0 0 − 1 0 − 3
0 0 4 1 5
0 0 − 2 − 1 − 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
| 4
←−−+

| − 2

←−−−−−−−−−−+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 1 2
0 2 2 2 3
0 0 − 1 0 − 3
0 0 0 1 − 7
0 0 0 − 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ←−+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 1 2
0 2 2 2 3
0 0 − 1 0 − 3
0 0 0 1 − 7
0 0 0 0 − 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ←−+

= 1 · 2 · (−1) · 1 · (−3)
= 6

Satz4.4. SeiA ∈ Kn×n undj ∈ {1, . . . , n}. Dann gilt

(i) det A =
n∑

k=1

(−1)k+jakj · det Akj

(ii) det A =
n∑

k=1

(−1)k+jajk · det Ajk

Hierbei istAij ∈ Kn−1×n−1 die MatrixA nach Streichen deri-ten Zeile undj-ten Spalte.

Beweis:

(i) Spezialfall:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 · · · a1,n−1 0

...
...

...
an−1,1 · · · an−1,n−1 0
an,1 · · · an,n−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B

=

∣∣∣∣∣∣∣
a1,n · · · a1,n−1

...
...

an−1,1 · · · an−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣
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detB =
∑

π∈Sn

(−1)F (π)bπ(1),1 · · · bπ(n−1),n−1 · bπ(n),n

=
∑

π∈Sn

π(n)=n

(−1)F (π)aπ(1),1 · · · aπ(n−1),n−1 · 1

=
∑

τ∈Sn−1

(−1)F (τ)aτ(1),1 · · · aτ(n−1),n−1

= detAn,n

Allgemeiner Fall:

Nach Satz4.3gilt:

detA = a1j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · 1 · · · a1n

... 0
...

...
...

...
an1 · · · 0 · · · a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . . + anj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · 0 · · · a1n

...
...

...
... 0

...
an1 · · · 1 · · · a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
k=1

akj · (−1)n−j · (−1)n−k︸ ︷︷ ︸
(−1)k+j

·detAkj

(ii) Folgt aus a) (mit Satz4.1)

Beispiel: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 1 2 0
2 − 1 0 1 1
0 1 2 1 2
− 2 0 2 − 1 2
2 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
←−+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 1 2 0
2 0 2 2 3
0 1 2 1 2
− 2 0 2 − 1 2
2 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 2 0
2 2 2 3
− 2 2 − 1 2
2 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ←−+

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 2 0
2 2 2 3
0 2 0 3
2 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 ·

∣∣∣∣∣∣
2 2 0
2 2 3
2 1 2

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=6

+3 ·

∣∣∣∣∣∣
2 1 2
2 2 2
2 0 2

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=−2

= 12 + 3 · (−2)
= 6
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Vandermonde-Determinante x1, . . . , xn ∈ K∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1
x1 · · · xn

x2
1 · · · x2

n

...
...

xn−1
1 · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ | − x1

←−−−−−+

|
...

←−+

| − x1

←−+

| − x1

←−+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
0 (x2 − x1) · · · (xn − x1)
...

...
...

0 (x2 − x1)xn−3
2 · · · (xn − x1)xn−3

n

0 (x2 − x1)xn−2
2 · · · (xn − x1)xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x2 − x1) · · · (xn − x1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1
x2 · · · xn

...
...

xn−2
2 · · · xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= . . .

= (x2 − x1) · · · (xn − x1) · (x3 − x2) · · · (xn − x2) · · · · · · (xn − xn−1)

=
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

Satz4.5. Für zwei MatrizenA,B ∈ Kn×n gilt:

det(A ·B) = det A · det B

Beweis:

AB =
(
Ab1 · · · Abn

)
=
(
b11a1 + . . . + bn1an · · · b1na1 + . . . + bnnan

)
⇒ det(AB) =

n∑
i1,...,in=1

bi11bi22 · · · binn ·∆(ai1 , ai2 , . . . , ain)

=
∑

π∈Sn

bπ(1),1 · · · bπ(n),n ·∆(aπ(1), . . . , aπ(n))

=
∑

π∈Sn

bπ(1),1 · · · bπ(n),n · (−1)F(π) ·∆(a1, . . . , an)

= det A ·
∑

π∈Sn

(−1)F(π)bπ(1),1 · · · bπ(n),n

= det A · detB

Korollar 4.6 (Kästchenmultiplikationssatz).

(i) Es gitl für A = ( B 0
C D ), dass

det A = det B · det D

(ii) Es gitl für A = ( B C
0 D ), dass

detA = det B · detD
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Beweis:

(i) A = ( B 0
C D ) =

(
B 0
C En−m

)
·
(

Em 0
0 D

)
⇒ detA =

∣∣∣∣B 0
C En−m

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣Em 0
0 D

∣∣∣∣
= det B · detD

(ii) Folgt aus a)

Vorlesung: 2005-02-18

Bemerkung und Definition:

(i) Ist A regul̈ar, so ist

det A−1 =
1

det A
= (det A)−1 (A ·A−1 = En)

(ii) Ist A′ = S−1AS (ähnlich zuA), so ist

detA′ = det A

(iii) Ist Φ ∈ End(V ) undAΦ Abbildungsmatrix vonΦ bzgl. BasisB, so ḧangtdetΦ := detAΦ nicht von der
BasisB ab.

det Φ heißtDeterminantevonΦ.

Satz4.7 (Cramersche Regel). SeiAx = b ein LGS mit regul̈arer MatrixA

A :=
(
a1 · · · an

)
undb ∈ Kn, dann hat die eindeutige Lösungx = (x1, . . . , xn) = A−1b die Form

xi =
1

det A
·
∣∣a1 · · · ai−1 b ai+1 · · · an

∣∣ i = 1, . . . , n

Beweis:

xi · detA =
∣∣a1 · · · ai−1 xiai ai+1 · · · an

∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
a1 · · · ai−1

n∑
j=1

xjaj︸ ︷︷ ︸
Ax=b

ai+1 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣

Satz4.8. SeiA regul̈ar mit inverser MatrixA−1 = ((bij)). Dann gilt:

bij = (−1)i+j · (detA)−1 · det Aji i, j = 1, . . . , n
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Beweis:

AA−1 = En ⇔ A · bj = ej j = 1, . . . , n

Also folgt

bij
Satz4.7= (det A)−1 ·

∣∣a1 · · · ej · · · an

∣∣
= (−1)i+j · (detA)−1 · det Aj,i

Bemerkung: Man kann auch Matrizen betrachten, deren Einträgeaij Polynome sind, dann ist spezielldetA
erklärt und ein Polynom.

Sei nunΦ : V → V , dim V = n, AΦ bzgl. BasisB = (x1, . . . , xn)

Die einfachste Form der Abbildungsmatrix ist

AΦ =

a11 0
...

0 a11


Wann existiert diese?

Φ̂(xi) = AΦ · x̂i = aii · ei = aii · x̂i

⇒ Φ(xi) = aiixi

§2 Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

Im folgenden seiΦ immer ein EndomorphismusΦ ∈ End(V ).

Definition 4.2. Ein Skalarc ∈ K heißtEigenwertvonΦ, wenn es einen Vektorx ∈ V gibt mit x 6= 0, der

Φ(x) = c · x

erfüllt. Jedes solchex heißtEigenvektorzum Eigenwertc.

Bemerkung und Definition:

(i) Die Menge der Eigenvektoren zu einem Eigenwertc bildet zusammen mitO einen UntervektorraumEc

vonV , denEigenraum(zu c).

(ii) SeiA ∈ Kn×n undΦ : Kn → Kn, x 7→ Ax.

Jeder Eigenwert (bzw. Eigenvektor) vonΦ heißt dann auchEigenwert(Eigenvektor) vonA.

(c heißt Eigenwert vonA ⇔ ∃x ∈ Kn, x 6= 0 mit Ax = cx)

(iii) Ähnliche MatrizenA,A′ haben die gleichen Eigenwerte.

Denn:A′ = S−1AS. Seic Eigenwert vonA, das heißtAx = cx mit geeignetemx 6= 0, x ∈ Kn. Setze
x′ = S−1x ⇒ x′ 6= 0. ⇒ A′x′ = S−1ASS−1x = S−1Ax = S−1cx = cx′

Satz4.9. SeiΦ ∈ End(V ) undc1, . . . , xk paarweise verschieden Eigenwerte mit Eigenvektorenx1, . . . , xk. Dann
sindx1, . . . , xk linear unabḧangig.
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Beweis:Seia1x1 + . . . + akxk = o

⇒ a1x1 + . . . + akxk = 0
= a1Φ(x1) + . . . + akΦ(xk)
= a1c1x1 + . . . + akcxk

Andererseits ist

c1(a1x1 + . . . + akxk) = 0 = a1c1x1 + . . . + akc1xk

⇒ a2(c2 − c1)x2 + . . . + ak(ck − c1)xk = 0

Jetzt beweisen wir die Aussage mit vollständiger Induktion nachk.

k = 1: trivial.

k − k → k:

Nach IV sindx2, . . . , xk linear unabḧangig

⇒ a2(c2 − c1︸ ︷︷ ︸
6=0

) = . . . = ak(ck − c1︸ ︷︷ ︸
6=0

) = 0

⇒ a1 = . . . = ak = 0
⇒ a1x1 = 0
⇒ a1 = 0
⇒ x1, . . . , xk linear unabḧangig

Korollar 4.10. Ist Φ ∈ End(V ), dim V = n, so hatΦ maximaln verschiedene Eigenwerte. Entsprechend hat
eine MatrixA ∈ Kn×n höchstensn verschiedene Eigenwerte.

Beweis:klar.

Sei nundim V <∞, Φ ∈ End(V ) undB Basis vonV .

⇒ Φ(v) = c · v ⇔ Φ̂(v) = c · v̂ ⇔ AΦv̂ = cv̂

Deshalb betrachten wir jetzt Eigenwerte und Eigenvektoren von MatrizenA.

Av
∗= cv v ∈ Kn, v 6= 0

c Eigenwert vonA ⇔ * hat Lösungv 6= 0 ⇔ (A − cEn)v = 0 hat Lösungv 6= 0 ⇔ det(A − cEn) = 0 =∑
π∈Sn

(−1)F(π) · (aπ(1),1 − c · δπ(1),1) · · · (aπ(n),n − c · δπ(n),n)

Definition 4.3. Das Polynom

p : =
∑

π∈Sn

(−1)F(π)(aπ(1),1 −X · δπ(1),1) · · · (aπ(n),n −X · δπ(n),n)

= det(A−XEn)

heißtcharakteristisches PolynomvonA.

Satz4.11. c ist Eigenwert vonA ⇔ c ist Nullstelle vonp.

Vorlesung: 2005-04-13
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Beweis:selbst.

Bemerkung: Ähnliche Matrizen besitzen das gleiche charakteristische Polynomp

Beweis:A,A′ ähnlich, das heißtA′ = S−1AS

pA′ = det(A′ −XEn)

= det(S−1AS − S−1XEnS)

= det S−1(A−XEn)S

= det S−1 det(A−XEn) det S

= det(A−XEn)
= pA

Damit kann das charakteristische Polynom vonΦ überAΦ gebaut werden.

Beispiel:

(i) SeiA =
(

0 1
−1 0

)
∈ K2×2 mit K = F2, R, C.

Eigenwerte: Charakteristisches Polynom

p =
∣∣∣∣−X 1
−1 −X

∣∣∣∣ = X2 + 1

Also

• K = F2: Eigenwertc = 1 mit Ec = [( 1
1 )]

• K = R: Keine Eigenwerte!

• K = C: Zwei Eigenwertec1 = i mit Ec1 = [( 1
i )] undc2 = −i mit Ec2 = [

(
1
−i

)
]

(ii) Sei

A =


0 −1 1 1
−1 1 −2 3
2 −1 0 0
1 −1 1 0


Dann gilt

p =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−X −1 1 1
−1 1−X −2 3
2 −1 −X 0
1 −1 1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
−X −1 1 1
0 −X −1 3−X
0 1 −2−X 2X
1 −1 1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣
3X − 1 4−X −5

2 −1 −X
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣−X ·

∣∣∣∣∣∣
−X −1 1

3X − 1 4−X −5
2 −1 −X

∣∣∣∣∣∣
= −(−3X + 1 + 10 + X2 − 4X − 5− 8 + 2X − 3X3 + X)

−X(4X2 −X3 + 10− 3X + 1− 8 + 2X + 5X + 3X2 + X)

= 2X2 + 4X + 2 + X(X3 −X2 − 5X − 3)

= 2(X + 1)2 + (X + 1)X(X2 − 2X − 3)

= (X + 1)2(X − 1)(X − 2)

⇒ c1 = −1, c2 = 1, c3 = 2.

Ec1 :


1 −1 1 1
−1 2 −2 3
−2 −1 1 0
1 −1 1 1

 


1 −1 1 1
0 1 −1 4
0 0 0 1
0 0 0 0

 ⇒ Ec1 = [


0
1
1
0

]
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Definition 4.4. Eine MatrixA ∈ Kn×n heißtdiagonalisierbarwenn sie zu einer Diagonalmatrixc1 0
...

0 cn


ähnlich ist. Das heißt wenn es reguläresS mit S−1AS = A′ gibt.

Ein Φ ∈ End(V ) heißtdiagonalisierbarwenn es eine Basis gibt, bzgl. derAΦ Diagonalmatrix ist.

Satz4.12. Für Φ ∈ End(V ) sindäquivalent:

(i) Φ ist diagonalisierbar

(ii) V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren vonΦ

(iii) V ist die direkte Summe der EigenräumeEci

(iv)
∑

Eigenwerteci
dim Eci = n

Vorlesung: 2005-04-20

Beweis:SeiΦ ∈ End(V ), dim V = n.

(i) ⇒ (ii ): Φ sei diagonalisierbar, d.h. es existiert eine BasisB = (x1, . . . , xn) von V bzgl. derAΦ Diagonalgestalt
hat.

AΦ =

c1 0
...

0 cn

 ci ∈ K

⇒ Φ(xi) = cixi mit i = 1, . . . , n

⇒ x1, . . . , xn Eigenvektoren vonV .

(ii ) ⇒ (iii ): Seix1, . . . , xn Basis vonV aus Eigenvektoren vonΦ. Seienc1, . . . , ck die (verschiedenen) Eigenwerte von
Φ undEc1 , . . . , Eck

die zugeḧorigen Eigenr̈aume.
Satz4.9=⇒ Summe der Eigenräume ist direkt:

Ec1 ⊕ . . .⊕ Eck
⊂ V

Seix ∈ V ⇒ x = a1x1 + . . . + anxn, ai ∈ K geeignet.

⇒ x = v1 + . . . + vk, vi ∈ Eci

⇒ Ec1 ⊕ . . .⊕ Ecn
= V

(iii ) ⇒ (iv): AusV = Ec1 ⊕ . . .⊕ Eck
folgt

n = dim V = dim Ec1 + . . . + Eck

(iv) ⇒ (i): Sei
∑k

i=1 dim Eci = n. Wähle BasisBi in Eci .
Satz4.9=⇒ B = B1 ∪ . . . ∪Bk ist linear unabḧangig.

Nun gilt

|B| =
k∑

i=1

|Bi|︸︷︷︸
dim Eci

= n
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⇒ B Basis vonV .

Die AbbildungsmatrixAΦ bzgl.B ist von der Form

AΦ =



c1 0
...

c1

...
ck

...
0 ck


⇒ Φ ist diagonalisierbar.

Bemerkung:

(i) Satz4.12gilt analog auch f̈ur MatrizenA ∈ Kn×n

(ii) Ist A ∈ Kn×n diagonalisierbar und(v1, . . . , vn), vi ∈ Kn Basis aus Eigenvektoren vonA, so gilt mit
S := (v1 · · · vn) ∈ Kn×n, dass

S−1AS = Diagonalmatrix

Korollar 4.13. Hat der EndomorphismusΦ (bzw. die MatrixA) n verschiedene Eigenwerte (n = dimV , bzw.
A ∈ Kn×n), dann istΦ (bzw.A) diagonalisierbar.

Satz4.14. SeiV einn-dimensionalerK-Vektorraum undΦ ∈ End(V ). Dann gilt:

Φ ist genau dann diagonalisierbar wenn das charakteristische Polyonp die Form

p = (−1)n(X − c1)r1 · · · (X − ck)rk (8)

mit ci ∈ K, ri ∈ N, ci paarweise verschieden hat, und es gilt

dim Bild(Φ− ci · idV ) = n− ri i = 1, . . . , k (9)

Bemerkung:

(i) Für (8) sagt man auch, dassp in Linearfaktorenzerf̈allt und nenntri die Vielfachheit(des Linearfaktors
bzw. des Eigenwertsci)

(ii) (9) bedeutet, dassdim Eci = ri

(iii) Satz4.14gilt analog f̈ur MatrizenA ∈ Kn×n. Dann bedeutet (9)

Rang(A− ci · En) = n− ri

Beweis:
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”
⇒ “: Φ diagonalisierbar, d.h. es existiert Basis so dass

AΦ =



c1 0
...

c1

...
ck

...
0 ck



⇒ p = det



c1 −X 0
...

c1 −X
...

ck −X
...

0 ck −X


= (c1 −X)r1 · · · (ck −X)rk

”
⇐ “: Gelte (8) und (9). Aus (9) und (8) folgt, dassdim Eci = ri mit i = 1, . . . , k.

Wegen
∑k

i=1 ri = n folgt
∑k

i=1 dim Eci = n.

Die Diagonalisierbarkeit folgt damit aus Satz4.12.

Beispiel:

(i) A =
(

0 1
−1 0

)
, K = R, C, F2.

• K = R ⇒ Keine Eigenwerte⇒ A nicht diagonalisierbar!

• K = F2 ⇒ Ein Eigenwertc = 1 mit dim Ec = 1 ⇒ A nicht diagonalisierbat!

• K = C ⇒ Zwei Eigenwertec1 = i undc2 = −i ⇒ A diagonalisierbar.

(ii) A =
( 0 −1 1 1
−1 1 −2 3
2 −1 0 0
1 −1 1 0

)
⇒ p = (1 + X)2(1−X)(2−X)

Ec1 = [
(

0
1
1
0

)
] ⇒ A nicht diagonalisierbar.

(iii) Sei

A =

3 2 −1
2 6 −2
0 0 2


Das heißt

p =

∣∣∣∣∣∣
3−X 2 −1

2 6−X −2
0 0 2−X

∣∣∣∣∣∣
= (2−X)

∣∣∣∣3−X 2
2 6−X

∣∣∣∣
= (2−X)(18− 9X + X2 − 4)
= (2−X)(2−X)(7−X)

= (2−X)2(7−X)
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⇒ c1 = 2 mit r1 = 2 undc2 = 7 mit r2 = 1

Rangbedingung:

Rang

1 2 −1
2 4 −2
0 0 0

 = 1

⇒ A diagonalisierbar.

TransformationsmatrixS?

Ec1 = [
(

1
0
1

)
,
(−2

1
0

)
]

Ec2 = [
(

1
2
0

)
]

S :=

1 −2 1
0 1 2
1 0 0


ergibt

S−1AS =

2 0 0
0 2 0
0 0 7


§3 Der Satz von Cayley-Hamilton

BetrachteΦ ∈ End(V ) mit dim V = n und charakteristischem Polynom

p = a0 + a1X + . . . + an−1X
n−1 + (−1)nXn

Wir setzenΦ in p ein:

p(Φ) = a0 idV +a1Φ + . . . + an−1Φn−1 + (−1)nΦn ∈ End(V )

Ziel: p(Φ) = 0 (Nullabbildung)!

Vorlesung: 2005-04-27

Motivation:Φ ∈ End(V ) (dim V = n) diagonalisierbar⇔ V = Kern(Φ− c1 idV )⊕ . . .⊕Kern(Φ− ck idV ).

Setze

m := (X − c1) · · · (X − ck)

Wir
”
setzenΦ ein“:

m(Φ) = (Φ− c1 idV ) ◦ · · · ◦ (Φ− ck idV ) ∈ End(V )

Behauptung: m(Φ) = 0.

Beweis:

Einschub. Es gilt für c, c̃ ∈ K

(Φ− c idV ) ◦ (Φ− c̃ idV ) = Φ2 − (c + c̃)Φ + cc̃ idV

= (Φ− c̃ idV ) ◦ (Φ− c idV )

Seix ∈ V ⇒ x = x1 + . . . + xk für xi ∈ Eci
, i = 1, . . . , k.

⇒ m(Φ)(x) = (Φ− c1 idV ) ◦ . . . ◦ (Φ− ck idV )(x1 + . . . + xk)

⇒
k∑

i=1

(Φ− c1 idV ) ◦ . . . ◦ (Φ− ci idV︸ ︷︷ ︸
=0

)(xi) = 0
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Frage: Gibt es immer ein solches Polynomm (6= 0) mit m(Φ) = 0? (Minimalpolynom)

Einsetzungshomomorphismus: Sei

q := a0 + a1X + . . . + amXm ∈ K[X]

undΦ ∈ End(V ) (bzw.An×n). Dann ist

q(Φ) = a0 idV +a1Φ + . . . + amΦm ∈ End(V )

bzw.

q(A) = a0En + a1A + . . . + amAm ∈ Kn×n

Für festesΦ ist die Abbildung

fΦ : K[X] → End(V )
q 7→q(Φ)

ein Homomorphismus bezüglich der Ring– und der Vektorraum-Strukturen vonK[X] bzw.End(V ):

(q + q̃)(Φ) = q(Φ) + q̃(Φ) (10)

(q · q̃)(Φ) = q(Φ) · q̃(Φ) (11)

(a · q)(Φ) = a · q(Φ) (12)

mit q, q̃ ∈ K[X], a ∈ K.

Beweis:(10) und (12): klar.

⇒ fΦ linear ⇒ Es gen̈ugt (11) auf Basis(1, X,X2, . . .) zu überpr̈ufen, d.h.

( Xi︸︷︷︸
=Xi+k

·Xk)(Φ) = Φi+k

= Φi ◦ Φk

= Xi(Φ) ◦Xk(Φ)

Bemerkung: fΦ(K[X]) ist ein Unterring (UR) von End(V )︸ ︷︷ ︸
nicht kommutativ

der kommutativ ist.

Satz4.15 (Cayley-Hamilton). SeiΦ ∈ End(V ), dim V = n undp das charakteristische Polynom vonΦ, dann
gilt

p(Φ) = 0 (Nullpolynom)

Beweis:Zu zeigen istp(Φ)(v) = 0 für allev ∈ V .

Für v = 0 ist dies trivial.

Seiv 6= 0: Betrachte

v︸︷︷︸
Φ0(v)

,Φ(v),Φ2(v), . . . ,Φm(v)

⇒ Es existiert einm so, dass gilt

v,Φ(v), . . . ,Φm(v) linear abḧangig

v,Φ(v), . . . ,Φm−1(v) linear unabḧangig
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Daraus folgt

⇒ Φm(v) = a0v + a1Φ(v) + . . . + am−1Φm−1(v) mit ai ∈ K

Setze

q := a0 + a1X + . . . + am−1X
m−1 + (−1)Xm ∈ K[X]

Betrachte

U := [v,Φ(v), . . . ,Φm−1(v)]
⇒ Φm(v) ∈ U

⇒ Φ̃ := Φ|U ist in End(U)

Abbildungsmatrix voñΦ bez̈uglich Basis(v,Φ(v), . . . ,Φm−1(v)):

Ã = AeΦ =


0 0 · · · 0 a0

1 0 · · · 0 a1

0 1
... 0 a2

...
...

...
...

...
0 0 · · · 1 am−1


Charakteristisches Polynom̃p von Φ̃:

p̃ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−X 0 · · · · · · 0 a0

1 −X · · · · · · 0 a1

0 1
... 0 a2

...
...

...
...

...
...

0 0
... −X am−2

0 0 · · · · · · 1 am−1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ |X←−−−+ |X

←−−−−−−−−−+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 · · · 0 0 0 a0 + a1X + . . . + am−1X
m−1 −Xm

1 · · · 0 0 0 a1 + a2X + . . . + am−2X
m−2 −Xm−1

...
...

...
...

...
...

0 · · · 1 0 0 am−3 + am−2X + am−1X
2 −X3

0 · · · 0 1 0 am−2 + am−1X −X2

0 · · · 0 0 1 am−1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)m+1q

Ergänzev,Φ(v), . . . ,Φm(v) zu Basis vonV und betrachte zugehörige Abbildungsmatrix:

AΦ =
(

Ã C
0 D

)
⇒ p = p̃ · p (wobeip char. Polynom vonD)

⇒ p(Φ) = p̃(Φ) ◦ p(Φ) = p(Φ) ◦ p̃(Φ)

⇒ p(Φ)(v) = p(Φ)(p̃(Φ)(v)) = (−1)m+1 · p(Φ)(q(Φ)(v)) = (−1)m+1p(Φ)(0) = 0
⇒ p(Φ) = 0

Bemerkung und Definition:

(i) Satz4.15gilt analog f̈ur MatrizenA ∈ Kn×n
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(ii) Man kann einfacher zeigen, dass immer einq ∈ K[X] existiert mitq(Φ) = 0, nämlich:

idV ,Φ,Φ2, . . . ,Φn2
(n2 + 1 Endomorphismen),dim V = n2.

⇒ lineare Abḧangigkeit, d.h.

a0 idV + . . . + an2Φn2
= 0

Setze

q = a0 + a1X + . . . + an2Xn2

⇒ q(Φ) = 0

(iii) Es existiert genau ein normiertes Polynomm vom kleinsten Grad, dasm(Φ) = 0 erfüllt. m heißtMini-
malpolynomvonΦ (⇒ Gradm ≥ 1).

Eindeutigkeit:

m, m̃ Minimalpolynome vonΦ
⇒ m(Φ) = m̃(Φ) = 0
⇒ (m− m̃︸ ︷︷ ︸

Grad<k

)(Φ) = 0

⇒ Grad m−Grad m̃ = k

⇒ m− m̃ = 0

Vorlesung: 2005-05-04

Satz4.16. Das Minimalpolynomm teilt jedes annullierende Polynom vonΦ, d.h. jedesq ∈ K[X], dasq(Φ) = 0
erfüllt.

Beweis:Division mit Rest ergibt

q = s ·m + r s, r ∈ K[X]

mit Grad r < Grad m

⇒ r(Φ) = q(Φ)︸︷︷︸
0

− s(Φ) ·m(Φ)︸ ︷︷ ︸
0

= 0

⇒ r = 0 ⇒ Behauptung.

Korollar 4.17.

(i) m teilt p

(ii) Die Nullstellen vonm sind gerade die Nullstellen vonp, also die Eigenwerte vonΦ.

Beweis:

(i) klar.

(ii) Ist m(c) = 0 (i)⇒ p(c) = 0, alsoc Eigenwert.

Ist umgekehrtc Eigenwert, alsop(c) = 0, so existiertx 6= 0 mit Φ(x) = cx

⇒ Φi(x) = cix ⇒ m( Φ︸︷︷︸
0

)x︸ ︷︷ ︸
0

= m(c)x
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Bemerkung:

(i) Gilt p = (−1)n(X − c1)r1 · · · (X − ck)rk , c paarweise verschieden, dann folgt

m = (X − c1)s1 · · · (X − ck)sk 1 ≤ si ≤ ri

(ii) Ist Φ diagonalisierbar, so gilt sogar

m = (X − c1) · · · (X − ck)

(Umkehrung wird sp̈ater bewiesen)

Beispiel:

(i) En. Wie siehtm aus?

p = det

1−X 0
...

0 1−X

 = (1−X)n

⇒ m = X − 1

(ii) A = 0 ⇒ p = (−X)n undm = X.

(iii) Sei

A =

 7 −6 11
0 1 −1
−4 4 −7


⇒ p = −(X − 1)2(X + 1)

⇒ m = (X − 1)s(X + 1) mit s ∈ {1, 2}
Test: F̈ur s = 1 gilt

(A− En)(A + En) =

 6 −6 11
0 0 −1
−4 4 −8

 ·
 8 −6 11

0 2 −1
−4 4 −6

 6= 0

⇒ s = 2, d.h.m = −p.

§4 Die Jordansche Normalform

Generelle Voraussetzungen:Φ ∈ End(V ), dim V = n

p = (−1)n(X − c1)r1 · · · (X − ck)rk

Definition 4.5.

Hci := Kern(Φ− ci idV )ri

heißtHauptraumzum Eigenwertci, i = 1, . . . , k.
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Bemerkung: Hci
ist Φ-invariant. Das heißt

Φ(Hci
) ⊂ Hci

x ∈ Hci
, Φ(x) ∈ Hci

(Φ− ci idV )ri(Φ(x)) = Φ((Φ− ci idV )ri(x)) = 0

Es ist

m = (X − c1)s1 · · · (X − ck)sk 1 ≤ si ≤ ri

Definition 4.6. Die Potenzsi im Minimalpolynom heißtIndexdes Hauptraums zum Eigenwertci.

Satz4.18(Ersetzt S̈atze 18 und 20 des Skripts). Es gilt

V = Hc1 ⊕ . . .⊕Hck

Weiter ist

Hci
= Kern(Φ− ci idV )si i = 1, . . . , k

Schließlich istsi die kleinste Zahls ∈ {1, 2, . . .}, für die gilt

Kern(Φ− ci idV )s = Kern(Φ− ci idV )s+1

Beweis:Wir beweisen nur den Fallk = 2. Also

p = (−1)n(X − c1)r1(X − c2)r2 c1 6= c2

(X − c1)r1 , (X − c2)r2 teilerfremd

1.17⇒ ∃q, s ∈ K[X] mit

q · (X − c1)r1 + s · (X − c2)r2 = 1

⇒ Für jedesx ∈ V gilt

x = q(Φ) ◦ (Φ− c1 idV )r1(x)︸ ︷︷ ︸
y

+ q(Φ) ◦ (Φ− c2 idV )r2(x)︸ ︷︷ ︸
z

Behauptung:y ∈ Hc2

(Φ− c2 idV )r2(y) = (−1)nq(Φ) · p(Φ)︸︷︷︸
0

(x)

= 0

Analog folgtz ∈ Hc1

⇒ V = Hc1 + Hc2

Seix ∈ Hc1 ∩Hc2 ⇒ y = z = 0 ⇒ x = 0

⇒ V = Hc1 ⊕Hc2
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Weil (X − c1)s1 , (X − c2)s2 teilerfremd sind und

m(Φ) = (Φ− c1 idV )s1 ◦ (Φ− c2 idV )s2 = 0

folgt analog

V = Kern(Φ− c1 idV )s1 ⊕Kern(Φ− c2 idV )s2

Nun gilt

Kern(Φ− ci idV )si ⊂ Kern(Φ− c2 idV )ri

Seix ∈ Kern(Φ− ci idV )si . Betrachte

(Φ− ci idV )ri(x) = (Φ− ci idV )ri−si ◦ (Φ− ci idV )si︸ ︷︷ ︸
=0

(x)

= 0

⇒ Kern(Φ− ci idV )si = Kern(Φ− ci idV )ri

Schließlich ist

Hci
= Kern(Φ− ci idV )si

= Kern(Φ− ci idV )si+1

denn analog wie oben gilt

V = Kern(Φ− ci idV )si+1 ⊕Hc2

mit Kern(Φ− c1 idV )s = Kern(Φ− c1 idV )s+1.

Seis die kleinste derartige Zahl. Angenommen1 ≤ s < 1. Dann folgt

Kern(Φ− c1 idV )s = Kern(Φ− c1 idV )s1 = Hc1

m̃ = (X − c1)s · (X − c2)s2 ist annulierend, alsõm(Φ) = 0

Widerspruch zu Minimalpolynom!

Vorlesung: 2005-05-11

Ergänzung zum Beweis von Satz4.18:

Angenommen es existierts mit 1 ≤ s ≤ s1, das

Kern(Φ− c1 idV )s = Kern(Φ− c1 idV )s+1

= Kern(Φ− c1 idV )s+2

= . . .

= Kern(Φ− c1 idV )s1

erfüllt.

⇒ V = Kern(Φ− c1 idV )s ⊕Hc2

D.h. jedesx ∈ V hat Zerlegungx = x1 + x2 mit x1 ∈ Kern(Φ− c1 idV )s undx2 ∈ Hc2 .

Jetztm̃ := (X − c1)s(X − c2)s2

⇒ m̃(Φ)(x) = (Φ− c1 idV )s = (Φ− c2 idV )s2(x1 + x2) = 0

⇒ m̃(Φ) = 0 (Nullabbildung). WegenGrad(m̃) = s + s2 < s1 + s2 = Grad(m) ist dies ein Widerspruch.
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Satz4.19. SeiΦ ∈ End(V ) mit Minimalpolynomm undp zerfalle in Linearfaktoren

p = (−1)k(X − c1)r1 · · · (X − ck)rk

Dann gilt:

Φ diagonalisierbar ⇔ m = (X − c1) · · · (X − ck)

Das heißt:s1 = . . . = sk = 1.

Beweis:

⇒: klar

⇐: Nach Satz4.18gilt: V = Hc1 ⊕ . . .⊕Hck
mit Hci

= Kern(Φ− ci idV )si︸ ︷︷ ︸
Eci

.

Nach Satz4.12ist Φ diagonalisierbar.

Bemerkung:

(i) Die S̈atze4.18und4.19gelten analog f̈ur MatrizenA ∈ Kn×n

(ii) Der Indexs des HauptraumsHc erfüllt auch die folgenden Bedingungen:

• s ist die kleinste Zahl mit

dim Kern(Φ− c idV )s = dim Kern(Φ− c idV )s+1

• s ist die kleinste Zahl mit

dim Bild(Φ− c idV )s = dim Bild(Φ− c idV )s+1

• s ist die kleinste Zahl mit

Rang(AΦ − cEn)s = Rang(AΦ − cEn)s+1

(iii) Falls es nur einen Eigenwertc gibt, also

p = (−1)n(X − c)n

gilt, ist der Indexs die kleinste Zahls mit

(AΦ − cEn)s = 0

Aber nur dann!

Beispiel:Sei

A =


−4 1 0 1
−1 −2 0 1
0 0 1 0
0 0 0 −3


Dann folgt

p = (X − 1)(X + 3)
∣∣∣∣−4−X 1
−1 −2−X

∣∣∣∣
= (X − 1)(X + 3)(X + 3)2

= (X − 1)(X + 3)3
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⇒ m = (X + 3)s(X − 1) mit 1 ≤ s ≤ 3.

A + 3E4 :


−1 1 0 1
−1 1 0 1
0 0 4 0
0 0 0 0

 ⇒ Rang 2 (⇒ dim Ec = 2)

(A + 3E4)2 :


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 16 0
0 0 0 0

 ⇒ Rang 1

(A + 3E4)3 :


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 64 0
0 0 0 0

 ⇒ Rang 1

⇒ s = 2 ⇒ Hc1 = [
(

1
0
0
0

)
,

(
0
1
0
0

)
,

(
0
0
0
1

)
]

⇒ Hc2 = Ec2 = [
(

0
0
1
0

)
] undEc1 = [

(
1
0
0
1

)
,

(
1
1
0
0

)
]

Sei

p = (−1)(X − c1)r1 · · · (X − ck)rk

⇒ V = Hc1 ⊕ . . .⊕Hck
. Wähle BasisBi in jedemHci

⇒ AΦ =

 Ac1 0
...

0 Ack


Ziel: FindeBi so, dassAci

besonders einfach wird.

Wir betrachten nunHc mit c Eigenwert.

Setze

U0 := {o}, Ui := Kern(Φ− c idV )i i = 1, . . . , s

⇒ U0 = {o} $ U1 $ . . . $ Us = Hc (s ≥ q)

Zerlegung:

Hc = Us = Us−1 ⊕W1 dim W1 = q1 ≥ 1
Us−1 = Us−2 ⊕W2 dim W2 = q2 ≥ 1

...

U2 = Ec ⊕Ws−1 dim Ws−1 = qs−1 ≥ 1
Ec dim Ec = qs = q ≥ 1

⇒ Hc = W1 ⊕ . . .⊕Ws−1 ⊕ Ec.

Wahl der Erg̈anzungsr̈aumeWi:

W1 belibig, BasisB1 = (x(1)
1 , . . . , x(1)

q1
)

Setzex(2)
i := (Φ− c idV )(x(1)

i ) mit i = 1, . . . , q1.

Behauptung:

(i) [x(2)
1 , . . . , x

(2)
q1 ] ⊂ Us−1

(ii) [x(2)
1 , . . . , x

(2)
q1 ] ∩ Us−1 = {o}

(iii) x
(2)
1 , . . . , x

(2)
q1 linear unabḧangig
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Beweis:

(i) (Φ− c idV )s−1(x(2)
i ) = (Φ− c idV )s(x(1)

i
∈Hc

) = 0

(ii) Seia1x
(2)
1 + . . . + aq1x

(2)
q1 ∈ Us−2

⇒ (Φ− c idV )s−1(
q1∑

i=1

aix
(1)
i ) = 0

⇒
∑

aix
(1)
i ∈ Us−1 ∩W1 = {o}

⇒
∑

aix
(1)
i = 0

⇒
∑

aix
(2)
i = 0

(iii) Seia1x
(2)
1 + . . . + aq1x

(2)
q1 = 0

⇒ a1x
(1)
1 + . . . + aq1x

(1)
q1︸ ︷︷ ︸

∈W1

∈ Ec ⊂ Us−1

⇒ a1x
(1)
1 + . . . + aq1x

(1)
q1

= 0

⇒ a1 = . . . = aq1 = 0 (Weil x(1)
i Basisvektoren)

Wir wählen nun den RaumW2 so, dass erx(1)
1 , . . . , x

(1)
q1 entḧalt und erg̈anzen diese zu einer Basis vonW2:

x
(2)
1 , . . . , x(2)

q1
, x

(2)
q1+1, . . . , x

(2)
q2

q2 ≥ q1

Analog setzen wir nunx(3)
i := (Φ − c idV )(x(2)

i ) mit i = 1, . . . , q2 und erhalten die entsprechende Behauptung
wie oben.

Allgemein:x(j)
i := (Φ− c idV )(x(j−1)

i ) mit i = 1, . . . , q1 undj = 2, . . . , s.

Damit gilt

(W1) B1 : x
(1)
1 , . . . , x

(1)
q1

(W2) B2 : x
(2)
1 , . . . , x

(2)
q1 , x

(2)
q1+1, . . . , x

(2)
q2

...
...

(Ws1) Bs−1 : x
(s−1)
1 , . . . , x

(s−1)
q1 , x

(s−1)
q1+1 , . . . , x

(s−1)
q2 , . . . , x

(s−1)
qs−2 , x

(s−1)
qs−2+1, . . . , x

(s−1)
qs−1

(Ec) Bs : x
(s)
1 , . . . , x

(s)
q1 , x

(s)
q1+1, . . . , x

(s)
q2 , . . . , x

(s)
qs−1 , x

(s)
qs−1+1, . . . , x

(s)
qs

B =
⋃s

i=1 Bi.

Vorlesung: 2005-05-18

Anm. des Autors. Diese Vorlesung wurde von Herr Hoffmann gehalten.

Sei nunB die geordnete Basis vonHc gegebn durch

B = (x(1)
1 , . . . , x

(s)
1 , x

(1)
2 , . . . , x

(s)
2 , . . . , x(1)

q1
, . . . , x(s)

q1
, x

(2)
q1+1, . . . , x

(s)
q1+1, . . . , x

(2)
q2

, . . . , x(s)
q2

, x
(3)
q2+1, . . .)

Dann gilt für j = 1, . . . , s− 1 und entsprechendei

(Φ− c idV )(x(j)
i ) = x

(j+1)
i
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also

Φ(x(j)
i ) = cx

(j)
i + x

(j+1)
i

und für j = s, i = 1, . . . , q gilt

Φ(x(s)
i ) = cx

(s)
i

Insgesamt hatAc die Form

Ac =

 A1 0
...

0 Aq


mit

Ai =


c 0

1
...
...

...
0 1 c

 für i = 1, . . . , q

Wir nennen dieseAi in der RegelJordank̈astchen(zum Eigenwertc) undAc heißtJordanblock(zum Eigenwert
c).

Die Jordank̈astchenAi haben eine Zeilenzahl (Länge) zwischen1 unds. Dabei treten

• q1 Kästchen der L̈anges

• q2 − q1 Kästchen der L̈anges− 1

• . . .

• q − qs−q Kästchen der L̈ange1

auf.

Insgesamt gibt es im JordanblockAc genauq = dim Ec Jordank̈astchen.

Nutzt man den obigen Zusammenhang aus, so erkennt man, dass die Anzahl der Kästchen der L̈angel auch gegeben
ist durch

qs−l+1 − qs−l

= dim Ws−l+1 − dim Ws−l

= dim Ul − dim Ul−1 − dim Ul+1 + dim Ul

= 2 dim Kern(Φ− c idV )l − dim Kern(Φ− c idV )l+1 − dim Kern(Φ− c idV )l−1

=
(
dim Kern(Φ− c idV )l − dim Kern(Φ− c idV )l−1

)︸ ︷︷ ︸
Anzahl der K̈astchen der L̈ange≥ l

−
(
dim Kern(Φ− c idV )l+1 − dim Kern(Φ− c idV )l

)︸ ︷︷ ︸
Anzahl der K̈astchen der L̈ange≥ l + 1

Wir haben f̈ur den HauptraumHc eine Basis gefunden, so dass die zugehörige AbbildungsmatrixAc eine einfache
Form hat.

Außerdem gilt

V = Hc1 ⊕ . . .⊕Hck

Also können wir die JordanblöckeAc1 , . . . , Ack
zur Jordanschen NormalformAΦ vonΦ zusammensetzen.
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Der JordanblockAci
besteht aus genauti = dim Hci

Spalten. Das charakteristische Polynom der MatrixAci
ist

(ci − λ)ti .

Für das charakteristische Polynomp vonΦ gilt dass

p = (−1)n · (X − c1)r1 · · · (X − ck)rk

= (−1) · (X − c1)r1 · · · (X − ck)rk

Also gilt ri = dim Hci
für i = 1, . . . , k.

Satz4.21(Jordansche Normalform). SeiV einn-dimensionalerK-Vektorraum,Φ : V → V ein Endomorphismus
mit dem charakteristischen Polynom

p := (−1)n · (X − c1)r1 · · · (X − ck)rk

wobeic1, . . . , ck ∈ K paarweise verschieden und dem Minimalpolynom

m = (X − c1)s1 · · · (X − ck)sk

Dann gibt es eine geordnete BasisB vonV bez̈uglich der die AbbildungsmatrixAΦ vonΦ die Form

AΦ =

 Ac1 0
...

0 Ack


mit Jordanbl̈ockenAci

zu den Eigenwertenci,

Aci
=



ci

1
...
...

...
1 ci

...
...

ci


Der JordanblockAci hat die L̈angeri, i = 1, . . . , k. Innerhalb des JordanblocksAci gibt es

2 dim Kern(Φ− ci idV )l − dim Kern(Φ− ci idV )l+1 − dim Kern(Φ− ci idV )l−1

Jordank̈astchen der L̈angel, l = 1, . . . , si.

Im JordanblockAci treten insgesamtdim Eci Jordank̈astchen auf. Es gibt mindestens ein Kästchen der Maxi-
mallängesi.

Ist A ∈ Kn×n eine Matrix, dessen charakteristisches Polynom von der Form

p = (−1)n · (X − c1)r1 · · · (X − ck)rk

ist, so gilt f̈ur die lineare Abbildung

Φ : Kn → Kn

v 7→Av

der Satz4.21. U
(i)
j ist dann der L̈osungsraum des homogenen LGSA− ciEn) undHc = Uj mit Ec = U1.

Existiert die Jordansche Normalform vonB ∈ Kn×n, so gilt

A,B ähnlich ⇔ A,B haben dieselbe Jordansche Normalform

LATEXBuild: 10. August 2005, 16:32 106



Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 5,§4 Die Jordansche Normalform

Beispiel:Sei

A =


−4 1 0 1
−1 −2 9 1
0 0 1 0
0 0 0 −3

 ∈ R4×4

⇒ p = (X − 1)(X + 3)3.

Ã =


−3 0 0 0
? −3 0 0
0 ? −3 0
0 0 0 1


Hc1 = Ec1 = [

(
0
0
1
0

)
], Ec2 = [

(
1
1
0
0

)
,

(
1
0
0
1

)
]

⇒ Ã =


−3 0 0 0
1 −3 0 0
0 0 −3 0
0 0 0 1



(A + 3En)2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 16 0
0 0 0 0


⇒ Hc2 = [

(
1
0
0
0

)
,

(
0
1
0
0

)
,

(
0
0
0
1

)
]

Gesuchtx1 ∈ Hc2 \ Ec2 , z.B.x =
(

1
0
0
0

)
.

Nach Konstruktion:

x2 = (A + 3En)x1 =


−1
−1
0
0


Nun suchen wir nochx3 ∈ Ec2 der linear unabḧangig vonx1, x2 ist. Z.B.

x3 =


1
0
0
1


Es fehlt nochx4 ∈ Ec1 , z.B.x4 =

(
0
0
1
0

)
.

Also istB = (x1, . . . , x4) Jordanbasis. Setzen wir

S =


1 −1 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


so gilt

Ã = S−1AS

Vorlesung: 2005-05-25
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5 Euklidische und Unitäre Vektorr äume

Ab jetzt (meistens) relle VektorräumeV . Aberdim V beliebig!

§1 Skalarprodukte

Seiβ : V × V → R eineBilinearform, das heißtβ ist in jeder der beiden Variablen linear.

• β heißtsymmetrisch, wennβ(x, y) = β(y, x) für allex, y ∈ V gilt.

• β heißt positiv definit, wennβ(x, x) > 0 für allex 6= 0. (β(0, 0) = 0 gilt immer)

Definition 5.1. Eine symmetrische positiv definite Bilinearformβ auf einem reellen VektorraumV (also β :
V × V → R) heißtSkalarprodukt(auchinneres Produkt).

Schreibweise:〈x, y〉 (stattβ(x, y); x · y bzw.xy manchmal in B̈uchern)

Das Paar(V, 〈·, ·〉) (bzw.V ) heißteuklidischer Vektorraum.

Beispiel:

(i) V = Rn mit

〈x, y〉 :=
n∑

i=0

xiyi = x> · y x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)

heißtStandardskalarprodukt.

(ii) V = R2, β(x, y) = x1y1 − (x1y2 + x2y2) + 2x2y2

Positiv definit weilβ(x, x) = x2
1 − 2x1x2 + 2x2

2 = (x1 − x2)2 + x2 > 0 für x 6= 0.

(iii) V = C([a, b]), f, g ∈ C([a, b])

〈f, g〉 :=

b∫
a

f(t)g(t)s)t dt

ist Skalarprodukt (Wobeis > 0 eine feste Funktion ist).

Sei jetzt(V, 〈·, ·〉) ein Euklidischer Vektorraum

Definition 5.2.

(a) Sei‖x‖ :=
√
〈·, ·〉, x ∈ V .

‖x‖ heißtNormvonx (oderLängevonx)

Eigenschaften:

(i) ‖x‖ ≥ 0 für allex 6= 0 und‖x‖ = 0 genau dann wennx = 0.

(ii) ‖c · x‖ = |c| · ‖x‖ für allec ∈ R, x ∈ V .

(iii) Minkowski-Ungleichung (siehe Satz5.1).

(b) Seid(x, y) := ‖x− y‖, x, y ∈ V (Distanz, Länge). Die Abbildung

d : V × V → R
(x, y) 7→ d(x, y)

heißtMetrik.

Eigenschaften:
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(i) d(x, y) ≥ 0 für allex 6= 0 undd(x, y) = 0 für x = y.

(ii) d(x, y) = d(y, x) für allex, y.

(iii) Dreiecksungleichung (siehe Satz5.1)

(c) x, y ∈ V heißenorthogonal(zueinander) wenn〈x, y〉 = 0 gilt.

Schreibweise:x ⊥ y.

Für A,B ⊂ V seiA ⊥ B ⇔ x ⊥ y für allex ∈ A, y ∈ B

Für A ⊂ V sei

A⊥ : = {x ∈ V | {x} ⊥ A}
= {x ∈ V | {x} ⊥ A}
= {x ∈ V | 〈x, y〉 = 0 ∀y ∈ A}

A⊥ heißtorthogonales KomplementvonA.

Eigenschaften:

(i) A⊥ ist Untervektorraum vonV

(ii) A⊥ = [A]⊥

(iii) A⊥ ∩ [A] = {o}

(iv) (A⊥)⊥ ⊃ [A] (
”
=“ muss nicht gelten, wenndim V =∞)

Satz5.1. SeiV ein euklidischer Vektorraum undx, y, z ∈ V . Dann gilt

(i) |〈x, y〉| ≤ ‖x‖+ ‖y‖ mit
”
=“ ⇔ x, y linear unabḧangig (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

(ii) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Minkowski Ungleichung)

(iii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (Dreiecksungleichung)

(iv) ‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 (Parallelogramm-Identität)

(v) 4〈x, y〉 = ‖x + y‖2 − ‖x− y‖2

(vi) x ⊥ y ⇔ ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 (Satz von Pythagoras)

Beweis:

(i) Fall y = 0:
”
≤“ und = gilt

Fall y 6= 0:

Für allet ∈ R gilt

0 ≤ 〈x + ty, x + ty〉 = 〈x, x〉+ 2t〈x, y〉+ t2〈y, y〉 (13)

Setzet = −〈x,y〉
〈y,y〉 dann folgt

0 ≤ ‖x‖2 − 2
〈x, y〉2

‖y‖2
+
〈x, y〉2

‖y‖2

= ‖x‖2 − 〈x, y〉2

‖y‖2
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⇒ Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

”
=“ in C.S.U. ⇔

”
=“ in (13) für diesest

pos.def.⇒ x + ty = 0 ⇒ x, y linear abḧangig

Die Umkehrung ist trivial.

(ii) Es gilt

‖x + y‖2 = 〈x, x〉+ 2〈x, y〉+ 〈y, y〉
(i)
≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2

= (‖x‖+ ‖y‖)2

⇒ Wurzel ziehen, fertig.

(iii) Es gilt

d(x, y) = ‖x− y‖
= ‖x− z + z − y‖
(ii )
≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖
= d(x, z) + d(z, y)

(iv) Es gilt

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = ‖x‖2 + 2〈x, y〉+ ‖y‖2 + ‖x‖2 − 2〈x, y〉+ ‖y‖2

= ‖x‖2 + ‖y‖2 + ‖x‖2 + ‖y‖2

(v) Es gilt

‖x + y‖2 − ‖x− y‖2 = ‖x‖2 + 2〈x, y〉+ ‖y‖2 − ‖x‖2 + 2〈x, y〉 − ‖y‖2

= 4〈x, y〉

(vi) Siehe (ii ):

‖x + y‖2 = ‖x2‖+ ‖y‖2 + 2 〈x, y〉︸ ︷︷ ︸
!
=0 ⇔ ⊥

Vorlesung: 2005-06-01

Bemerkung:

(a) Jede Abbildung‖ · ‖ : V → R mit

(i) ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0

(ii) ‖cx‖ = |c|‖x‖ (c ∈ R)

(iii) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

heißtNormaufV .

Es gibt Normen, die nicht von einem Skalarprodukt〈·, ·〉 herr̈uhren, zum Beispiel

‖ · ‖ : V → R, ‖x‖ :=
n∑

i=1

|xi|
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oder

‖x‖ := max
i=1,...,n

|xi|

Es gilt: Es existiert ein Skalarprodukt〈·, ·〉mit ‖x‖ =
√
〈x, y〉 genau dann wenn‖ · ‖ die Parallelogrammi-

dentiẗat erf̈ullt.

(b) SeiV 6= ∅ eine beliebige Menge. Jede Abbildungd : V × V → R mit

(i) d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 ⇔ x = 0
(ii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

heißtMetrik aufV .

Metriken existieren auch ohne Vektorraum-Struktur, aber auch im Vektorraum mussd nicht von einer Norm
(also auch nicht von einem Skalarprodukt) herrühren.

Einfaches Beispiel:

d(x, y) =
{

1 falls x 6= y
0 sonst

(c) Winkel: Für x, y ∈ V , x, y 6= 0 gilt

−1 ≤ 〈x, y〉
‖x‖‖y‖

≤ 1

⇒ Es existiert (genau) einω ∈ [0, π] mit

cos ω =
〈x, y〉
‖x‖‖y‖

ω heißtWinkelzwischenx undy.

(⇒ 〈x, y〉 = ‖x‖‖y‖ cos ω)

Beispiel:

Beispiel f̈ur einen∞-dimensionalen euklidischen Vektorraum: Der Standard-Hilbertraum`2.

`2 := {(x0, x1, . . .) ∈ RN0 |
∞∑

i=0

x2
i <∞}

`2 ist Untervektorraum:

x = (x0, x1, . . .) ∈ `2, x ∈ R ?⇒ cx ∈ `2

∞∑
i=0

(cxi)2 = c2
∞∑

i=0

x2
i <∞

√

x ∈ `2, y ∈ `2
?⇒ x + y ∈ `2. Es sind

∞∑
i=0

x2
i ,

∞∑
i=0

y2
i <∞

Damit folgt( n∑
i=0

(xi + yi)2
) 1

2

︸ ︷︷ ︸
‖(x0,...,xn)‖∈Rn+1

Minkowski
≤

( n∑
i=0

x2
i

) 1
2

+
( n∑

i=0

y2
i

) 1
2

≤
( ∞∑

i=0

x2
i︸ ︷︷ ︸

<∞

) 1
2

+
( ∞∑

i=0

y2
i︸ ︷︷ ︸

<∞

) 1
2

= c <∞
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n→∞⇒
∑∞

i=0(xi + yi)2 ≤ c2 <∞
Skalarprodukt auf̀2?

〈x, y〉 :=
∞∑

i=0

xiyi

?
∈ R

∑
konvergiert absolut!

n∑
i=0

|xi||yi| = 〈(|x0|, |x1|, . . . , |xn|)︸ ︷︷ ︸
∈Rn+1

, (|y0|, |y1|, . . . , |yn|)〉

CSU
≤
( n∑

i=0

x2
i

) 1
2 ·
( n∑

i=0

y2
i

) 1
2

≤
( ∞∑

i=0

x2
i

) 1
2 ·
( ∞∑

i=0

y2
i

) 1
2

= c′ <∞
n→∞⇒ Behauptung.

Sei nundim V = n, BasisB = (v1, . . . , vn), x ∈ V ⇒ x̂ ∈ Rn.

Seiβ : V → V Skalarprodukt aufV

⇒ β(x, y) Bilinearität=
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyjβ(vi, vj) = x̂>Aŷ

wobei

x :=
∑

xivi A := ((β(vi, vj))) ∈ Rn×n y :=
∑

yjvj

Eigenschaften der MatrixA:

(i) A ist symmetrisch

(ii) x̂>Ax̂ > 0 für allex̂ ∈ Rn, x̂ 6= 0

Definition 5.3. Eine symmetrische MatrixA ∈ Rn×n heißtpositiv definit, wenn

z>Az > 0 ∀z ∈ Rn, z 6= 0

Satz5.2. SeiV einn-dimensionaler Vektorraum mit BasisB = (v1, . . . , vn).

Jedes Skalarproduktβ aufV ist von der Form

β(x, y) = x̂>Aŷ

mit einer positiv definiten symmetrischen MatrixA ∈ Rn×n. Jede derartige MatrixA erzeugt auch ein Skalarpro-
dukt.

Satz5.3. SeiA ∈ Rn×n symmetrische Matrix.

Dann gilt

(i) A ist diagonalisierbar

(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten vonA sind orthogonal
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Beweis:

(i) Das charakteristische Polynomp vonA zerf̈allt in Linearfaktoren. Zu zeigen ist, dassp nur reelle Nullstel-
len hat (als komplexes Polynom).

Seic = a + ib komplexer Eigenwert vonA und0 6= z = u + iv komplexer Eigenvektor.

A(u + iv) = (a + ib)(u + iv) = (au− bv) + i(bu + av)
⇒ Au = au− bv, Av = bu + av

⇒ (Au)>v = au>v − bv>v
(Au)> = u>A>v = bu>u + au>v

}
bu>u︸ ︷︷ ︸
‖u‖2

= −bv>v︸ ︷︷ ︸
‖v‖2

⇒ b = 0 weil ‖u‖2 + ‖v‖2 > 0

⇒ alle komplexen Eigenwerte vonA sind reell.

⇒ p zerf̈allt (im Rellen) in Linearfaktoren

p = (−1)n(X − c1)r1 · · · (X − ck)rk

⇒ Rn = Hc1 ⊕ . . .⊕Hck

Index vonHci
? Wir zeigen

(A− ciEn)2x = 0 ⇒ (A− ciEn)x = 0

(⇒ Index ist1)

Denn

(A− ciEn)2x = 0 ⇒ x>(A− ciEn)x = 0

⇒ [(A− ciEn)x]>(A− ciEn)︸ ︷︷ ︸
‖(A−ciEn)x‖2

x = 0

⇒ (A− ciEn)x = 0
⇒ A diagonalisierbar

(ii) SeienAx = cx, Ay = dy, d 6= c, x, y ∈ Rn \ {o}.

x>Ay = x>dy = d〈x, y〉
x>Ay = (Ax)>y = cx>y = c〈x, y〉

}
c+d⇒ 〈x, y〉 = 0

Satz5.4. Eine symmetrische MatrixA ∈ Rn×n ist positiv definit⇔ Alle Eigenwerte vonA sind> 0.

Beweis:

⇒ : SeiAx = cx
x6=0

⇒ x>Ax︸ ︷︷ ︸
>0

= cx>x = c‖x‖2 ⇒ c > 0

⇐ : Nach Satz5.3gilt Rn = Ec1 ⊕ . . .⊕ Eck
.

⇒ Jedesx ∈ Rn hat Darstellung

x =
n∑

i=1

xi xi ∈ Eci
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Damit folgt

n∑
i=1

n∑
j=1

x>i Axj =
n∑

i=1

n∑
j=1

ci〈xi, xj〉

=
n∑

i=1

ci‖xi‖2

> 0 für x 6= 0

Vorlesung: 2005-06-08

Beispiel:

(i) Sei

A =

 1 0 −1
0 3 0
−1 0 2


Dann

⇒ p = −(X − 3)(X − 1
2
(3 +

√
5))(X − 1

2
(3−

√
5))

⇒ Eigenwerte:3,
1
2
(3 +

√
5),

1
2
(3−

√
5) > 0

⇒ A positiv definit

(ii) Sei

β(x, y) = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x1y2 + x2y1 x, y ∈ R3

Ist β ein Skalarprodukt?

β(x, y) =
(
x1 x2 x3

)
x>

·

1 1 0
1 1 0
0 0 1


A

·

y1

y2

y3


y

Damit gilt

p =

∣∣∣∣∣∣
1−X 1 0

1 1−X 0
0 0 1−X

∣∣∣∣∣∣ = (1−X)(−X)(2−X)

⇒ Eigenwerte:1, 2, 0 damit istA nicht positiv definit undβ kein Skalarprodukt.

Andere Methode zur Bestimmung der positiven Definitheit von Matrizen:Hauptminoren:

∣∣Ak

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1k

...
...

ak1 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣ mit A =

a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann
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Satz5.5. SeiA ∈ Rn×n symmetrisch. Dann sind̈aquivalent:

(i) A ist positiv definit

(ii) Es existiert eine reguläre(n× n)-Matrix B mit A = B>B

(iii) Alle Hauptminoren∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1k

...
...

ak1 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣
sind> 0 für k = 1, . . . , n

Beweis:

(ii ) ⇒ (i): Seix 6= 0

B reg.⇒ Bx 6= 0 ⇒ x> A︸︷︷︸
B>B

x = ‖Bx‖2 > 0

(i) ⇒ (iii ): Ist A positiv definit, so istdetA > 0 (folgt wegen Satz5.3, (i) aus Satz5.4)

det A = det S−1DS mit D =

c1 0
...

0 cn


= det D

= c1 · · · cn > 0

Mit A ist auch

Ak =

a11 · · · a1k

...
...

ak1 · · · akk


positiv definit.

Sei(x1, . . . , xk) ∈ R4, 6= 0

⇒ x = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) ∈ Rn, 6= 0

(i)⇒ 0 < x>Ax =
(
x1 · · · xk

)
Ak

x1

...
xk


⇒ Ak positiv definit

⇒ detAk > 0

(iii ) ⇒ (ii ): Für k = 2, . . . , n sei

Ak :=
(

Ak−1 yk

y>k akk

)
yk =

 a1,k

...
ak−1,k

 ∈ Rk−1

und

Tk :=
(

Ek−1 −A−1
k−1yk

0> 1

)
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Dann folgt

T>k AkTk =
(

Ek−1 0
−y>k A−1

k−1 1

)(
Ak−1 yk

y>k akk

)(
Ek−1 −A−1

k−1yk

0> 1

)
=
(

Ek−1 0
−y>k A−1

k−1 1

)(
Ak−1 0
y>k akk − y>k A−1

k−1yk

)
=
(

Ak−1 0
0> akk − y>k A−1

k−1yk =: bk

)
Also

⇒ detT>k AkTk = detAk−1bk

= detT>k
=1

detAkdetTk
=1

= detAk

⇒ bk
det Ak

det Ak−1
> 0 (nach Vor. (iii )) k = 2, . . . , n. Setze

T := Tn ·
(

Tn−1 0
0 1

)
·
(

Tn−2 0
0 E2

)
· · ·
(

T2 0
0 En−2

)
⇒ T regul̈ar

T>AT =
(

T>2 0
0 En−2

)
· · ·
(

T>n−2 0
0 E2

)(
T>n−1 0

0 1

)
T>n ATn(

Tn−1 0
0 1

)(
Tn−1 0

0 E2

)
· · ·
(

T2 0
0 En−2

)
=
(

T>2 0
0 En−2

)
· · ·
(

T>n−2 0
0 E2

)(
T>n−1 0

0 1

)(
An−1 0

0 bn

)
(

Tn−1 0
0 1

)(
Tn−1 0

0 E2

)
· · ·
(

T2 0
0 En−2

)
=
(

T>2 0
0 En−2

)
· · ·
(

T>n−2 0
0 E2

)(
T>n−1An−1Tn−1 0

0 bn

)
(

Tn−1 0
0 E2

)
· · ·
(

T2 0
0 En−2

)

=
(

T>2 0
0 En−2

)
· · ·
(

T>n−2 0
0 E2

)An−2 0
bn−1

0 bn

(Tn−1 0
0 E2

)
· · ·
(

T2 0
0 En−2

)
= . . .

=


a11 0

b2

...
0 bn


Setze

D :=


√

a11 0√
b1

...
0

√
bn


und

B := DT−1

⇒ B>B = (T−1)>DDT−1 = (T−1)>T>ATT−1 = A
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Die ZerlegungA = B>B heißt in der numerischen MathematikCholesky-Zerlegung1.

Beispiel:Sei

A =

 1 a −1
a 9 0
−1 0 4

 a ∈ R

Wann istA positiv definit?

⇒ det A1 =
∣∣1∣∣ = 1 > 0

detA2 =
∣∣∣∣1 a
a 9

∣∣∣∣ = 9− a2 > 0 ⇔ |a| < 3

detA3 =

∣∣∣∣∣∣
1 a −1
a 9 0
−1 0 4

∣∣∣∣∣∣ = 27− 4a2 ⇔ |a| < 3
2

√
3

⇒ A positiv definit ⇔ |a| < 3
2

√
3

§2 Orthonormalbasen und Orthogonalprojektionen

Definition 5.4. SeiV ein Euklidischer Vektorraum,A ⊂ V eine nichtleere Teilmente.A heißtOrthogonalsystem,
wenn gilt

(i) 0 /∈ A

(ii) x, y ∈ A, x 6= y ⇒ x ⊥ y

Gilt weiter

(iii) ‖x‖ = 1 für allex ∈ A

so heißtA Orthonormalsystem.

Ist A sogar Basis vonV , so heißtA OrthogonalbasisbzwOrthonormalbasis(kurz ONB).

Bemerkung: HatV endliche oder abz̈ahlbare BasisB = (x1, . . . , xn) bzw.B = (x1, ·2, . . .), so istB ONB ⇔
〈xi, xj〉 = δij

Satz5.6. OrthogonalsystemeA ∈ V sind linear unabḧangig.

Beweis:Seia1x1 + . . . + akxk = 0 mit ai ∈ R, xi ∈ A, k ∈ N.

⇒ 0 = 〈a1x1 + . . . + akxk, xj〉

=
k∑

i=1

ai 〈xi, xj〉︸ ︷︷ ︸
=0 für i 6=j

= aj‖xj‖2

⇒ aj = 0, j = 1, . . . , k

1SieheNumerik Verfahren f̈ur Informatikerauf www.logn.de
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Satz5.7. Ist V endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum, so existiert eine Orthonormalbasis.

Beweis:SeiB = (x1, . . . , xn) Basis vonV . Gram-Schidt-sches Orthogonalisierungsverfahren:

y1 := x1

y2 := x2 −
〈x2, y1〉
‖y1‖2

y1

...

yk+1 := xk+1 −
k∑

i=1

〈xk+1, yi〉
‖yi‖2

yi k = 1, . . . , n

Vorlesung: 2005-06-15

Behauptung:y1, . . . , yk+1 sind Orthogonalsystem∀k = 0, . . . , n− 1

k = 0: y1 = v1 6= 0 ⇒ y1 Orthogonalsystem

k = 1: y1, y2 6= 0

〈y1, y2〉 = 〈v1, v2〉 −
〈v2, y1〉
‖y1‖2

〈v1, y1〉

= 〈v1, v2〉 −
〈v2, v1〉
‖v1‖2

〈v1, v1〉

= 0

k → k + 1: y 6= 0 und〈yi, yj〉 = 0 für allei, j ∈ {1, . . . , k} nach IV.

〈yk+1, yj〉 = 〈yk+1, vj〉 −
k∑

i=1

〈vk+1, yi〉
‖yi‖2

〈yi, yj〉

= 〈vk+1, vj〉 −
〈vk+1, yj〉
‖yj‖2

〈yj , yj〉

= 0

⇒ (y1, . . . , yn) Orthogonalsystem
Satz5.6⇒ (y1, . . . , yn) linear unabḧangig

⇒ Orthogonalbasis⇒ ( y1
‖yi‖ , . . . ,

yn

‖yn‖ ) ONB.

Bemerkung:

(i) Der Beweis funktioniert analog wennB = (v1, v2, . . .) eine abz̈ahlbare Basis ist, und liefert dann eine
ONB in V (dim V =∞). Beispiel:R[X].

(ii) Satz5.7folgt auch aus Satz5.5(O.b.d.A.V = Rn). Nämlich:

Rn mit Skalaproduktβ. Basis(e1, . . . , en).
ONB in (Rn, β)? Wir wissen

β(x, y) = y>Ax

Damit folgt nach Satz5.5

A = B>B (B regul̈ar)

Behauptung:B−1e1, . . . , B
−1en ONB bez̈uglichβ. Denn

β(B−1ei, B
−1ej) = e>i (B−1)> A︸︷︷︸

B>B

B−1ej

= δij
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Beispiel:

(i) Im Rn mit Standardskalarprodukt ist die Standardbasis eine ONB.

(ii) R[X] ⊂ `2 mit induziertem Skalarprodukt

B = (1
e0

, X
e1

, X2

e2
, . . .) ONB

In `2 ist B ein Orthogonalsystem, aber keine Basis, denn[B] = R[X] 6= `2.

(iii) R3 mit BasisB = (
(

1
1
0

)
v1

,
(

1
1
1

)
v2

,
(

1
0
1

)
v3

). Wie sieht ONB bzgl. Standardskalaprodukt aus?

y1 =

1
1
0

 ⇒ ‖y1‖2 = 2 ⇒ ‖y1‖ =
√

2

y2 =

1
1
1

− 2
2

1
1
0

 =

0
0
1

 ⇒ ‖y2‖ = 1

y3 =

1
0
1

− 1
2

1
1
0

− 1
1

0
0
1

 =

 1
2
− 1

2
0

 ⇒ ‖y3‖2 =
1
2
⇒ ‖y3‖ =

1√
2

⇒ ONB ( 1√
2

(
1
1
0

)
,
(

0
0
1

)
, 1√

2

(
1
−1
0

)
)

(iv) R3 mit Basis wie in (iii ), aber

〈x, y〉 = x>Ay

mit

A =

 1 0 −1
0 3 0
−1 0 2


ONB?

Gram-Schmidt:

y1 =

1
1
0


⇒ ‖y1‖2 =

(
1 1 0

) 1 0 −1
0 3 0
−1 0 2

1
1
0

 =
(
1 1 0

) 1
3
−1

 = 4 ⇒ ‖y1‖ = 2

y2 =

1
1
0

− ( 1 1 1 )
(

1 0 −1
0 3 0
−1 0 2

)(
1
1
0

)
4

1
1
0

 =

 1
4
1
4
1


⇒ ‖y2‖2 =

1
16

1
1
4

 1 0 −1
0 3 0
−1 0 2

1
1
4

 =
1
16
(
1 1 4

)−3
3
7

 =
28
16

=
7
4
⇒ ‖y2‖ =

√
7

2

y3 =

1
0
1

− ( 1 0 1 )
(

1
3
−1

)
4

1
1
0

− ( 1 0 1 )

(
− 3

4
3
4
7
4

)
7
4

 1
4
1
4
1


=

1
7

 6
−1
3

 ⇒ ‖y3‖2 =
3
7
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⇒ ONB ist ( 1
2

(
1
1
0

)
, 1

2
√

7

(
1
1
4

)
, 1√

21

(
6
−1
3

)
)

Bemerkung:

(i) Sei(v1, . . . , vn) ONB vonV undx ∈ V

⇒ x =
n∑

i=1

〈x, vi〉vi (d.h.x̂ =

〈x, v1〉
...

〈x, vn〉

)

Beweis:

x =
n∑

j=1

ajvj

⇒ 〈x, vj〉 =
n∑

j=1

aj 〈vj , vi〉︸ ︷︷ ︸
δij

= ai

Damit folgt auch

‖x‖2 =
n∑

i=1

〈x, vi〉2

und

〈x, y〉 =
n∑

i=1

〈x, vi〉〈y, vi〉

(ii) Besselsche Ungleichung (→ Übungsblatt)

Vorlesung: 2005-06-22

Orthogonalprojektionen

Wiederholung. π : V → V (V euklidischer Vektorraum) istProjektion, wennπ2 = π (Projektion aufU :=
Bildπ)

⇒ V = Bild π ⊕Kernπ

Definition 5.5. Eine Abbildungπ : V → V (V euklidischer Vektorraum) heißtOrthogonalprojektion(auf U :=
Bildπ), wennπ Projektion ist und

π(x)− x ⊥ π(x)

für allex ∈ V erfüllt.

Bemerkung: Ist π : V → V Orthogonalprojektion aufU , so giltπ(x)− x ⊥ U , also auchKernπ ⊥ π.

Umgekehrt ist jede Projektionπ, dieKernπ ⊥ Bildπ erfüllt eine Orthogonalprojektion.

Beweis:Seiu ∈ U ⇒ π(u− π(x) + x) = π(u) = u

⇒ π(u− π(x) + x)− (u− π(x) + x)︸ ︷︷ ︸
x−π(x)

⊥ u

⇒ π(x)− x ⊥ U

⇒ Kernπ ⊥ U
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Umgekehrt gelteKernπ ⊥ Bildπ, π2 = π

⇒ π(x)− x︸ ︷︷ ︸
∈Kern π

⊥ π(x)︸︷︷︸
∈Bild π

Satz5.8. VermögeV euklidischer Vektorraum,U ⊂ V Untervektorraum.

Dann gilt: Es existiert eine Orthogonalprojektionπ = πU aufU ⇔ V = U ⊕ U⊥.

Die OrthogonalprojektionπU ist eindeutig (wenn sie existiert) und es gilt dann auch

(U⊥)⊥ = U

Beweis:

”
⇒ “: Seiπ Orthogonalprojektion aufU ⇒ Jedesx ∈ V hat eine Zerlegung

x = (π(x) + x) + (x− π(x)) ∈ U + U⊥

⇒ V = U + U⊥

WegenU ∩ U⊥ = {o} ist die Summe direkt.

”
⇐ “: SeiV = U ⊕ U⊥ ⇒ Jedesx ∈ V hat Darstellungx = u + v mit u ∈ U undv ∈ U⊥.

Definiereπ(x) := u ⇒ x ∈ End(V ) mit π(V ) = U undπ2 = π

Weiter giltπ(x)− x ∈ Kernπ = U⊥

⇒ π(x)− x⊥π(x) ∈ U ⇒ π ist Orthogonalprojektion.

Eindeutigkeit:

SeienπU , π′U beides Orthogonalprojektionen aufU Damit gilt

u := πU (x), u′ := π′U (x)

erfüllen

〈u− u′, u− u′〉︸ ︷︷ ︸
=‖u−u′‖2

= 〈u− x, u− u′〉︸ ︷︷ ︸
=0

−〈u′ − x, u− u′〉︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

⇒ u− u′ = 0 ⇒ u = u′

Wir wissen(U⊥)⊥ ⊃ U . Sei alsox ∈ (U⊥)⊥

⇒ x = u + v u ∈ U, v ∈ V = U⊥

⇒ 〈u, v〉 = 〈x− u, v〉
= 〈x, v〉 − 〈u, v〉
= 0− 0
= 0

⇒ v = 0 ⇒ x ∈ U
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Beispiel:V = `2, U = R[X] ⊂ V

U⊥ = {o}, Seix = (x0, x1, x2, . . .) ∈ (R[X])⊥

⇒ 〈x, ei〉︸ ︷︷ ︸
xi

= 0, ei = (0, . . . , 0, 1
i-te Stelle

, 0, . . .) = Xi i = 0, 1, 2, . . .

⇒ x = 0.

Hier gilt also`2 6= R[X]
U

⊕ {o}
U⊥

⇒ keine Orthogonalprojektion aufR[X]!

Satz5.9. SeiV euklidischer Vektorraum (beliebiger Dimension) undU endlich dimensionaler Untervektorraum.

Dann existiert die Orthogonalprojektionπ = πU aufU .

Beweis:Nach Satz5.7existiert eine ONB(v1, . . . , vk) vonU . Setze f̈ur x ∈ V

π(x) :=
k∑

i=1

〈x, vi〉vi ∈ U

⇒ π2 = π wegen

π2 =
∑
〈π(x), vi〉vi

=
k∑

i=1

k∑
j=1

〈x, vj〉 〈vj , vi〉︸ ︷︷ ︸
δij

·vi

=
k∑

i=1

〈x, vi〉 · vi

= π(x)

Orthogonaliẗat: 〈π(x)− x, π(x)〉 = 0?

〈π(x)− x, vi〉 = 〈
k∑

j=1

〈x, vj〉vj , vi〉

=
k∑

j=1

〈x, vj〉 〈vj , vi〉︸ ︷︷ ︸
δij

−〈x, vi〉

= 0

⇒ π(x)− x ⊥ U ⇒ π Orthogonalprojektion.

Bemerkung: Insbesondere im Falldim V = n < ∞, U Untervektorraum, giltV = U ⊕ U⊥ undx = πU (x) +
πU⊥(x)

Beispiel:Sei

U = [


1
1
0
1
0


x1

,


2
0
1
1
0


x2

,


1
−1
1
−1
1


x3

,


0
0
1
1
0


x4

] ⊂ R5

πU (x) =?

1. Methode:
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1. Bestimme ONB inU

2. Berechneπ(x) =
∑k

i=1〈x, ui〉ui

2. Methode:

1. BestimmeU⊥

2. Bestimme ONB inU⊥

3. BestimmeπU⊥(x)

4. BerechneπU (x) = x− πu⊥(x)

ONB in U : Gram-Schmidt:

y1 = x1 =


1
1
0
1
0

 , ‖y1‖ =
√

3

y2 =


1
−1
1
0
0

 , ‖y2‖ =
√

3

y3 = x3 −
〈x3, y1〉
‖y1‖2

y1 −
〈x3, y2〉
‖y2‖2

=


1
−1
1
0
0

+


1
−1
1
0
0

 = 0

y4 =
2
3


−1
0
1
1
0

 ⇒ ‖y4‖ =
2√
3

⇒ ONB in U : ( 1√
3

(
1
1
0
1
0

)
, 1√

3

(
1
−1
1
0
0

)
, 1√

3

(−1
0
1
1
0

)
)

⇒ πU (x) = 1
3 (7

(
1
1
0
1
0

)
+ 2

(
1
−1
1
0
0

)
+ 6

(−1
0
1
1
0

)
) = 1

3

(
3
5
8
13
0

)

Satz5.10. SeiV euklidischer Vektorraum,U Untervektorraum,π ∈ Hom(V, V ) undBildπ ⊂ U .

Dann gilt:π ist Orthogonalprojektion aufU genau dann wenn

‖x− π(x)‖ = inf
u∈U
‖x− u‖ ∀x ∈ V

= min
u∈U
‖x− u‖

Vorlesung: 2005-06-29
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Beweis:

”
⇒ “: π sei Orthogonalprojektion aufU ⇒ Seix ∈ V , u ∈ U

⇒ ‖x− u‖2 = ‖x− π(x)︸ ︷︷ ︸
∈U⊥

+π(x)− u︸ ︷︷ ︸
∈U

‖2

= ‖x− π(x)‖2 + ‖π(x)− u‖2

≥ ‖x− π(x)‖2

Setzeu = π(x) ⇒ Behauptung.

”
⇐ “: Ersetzex durchπ(x)

⇒ ‖π(x)− π2(x)‖ = inf
u∈U
‖π(x)− u‖

Wegenπ(x) ∈ π(V ) ⊂ U folgt

‖π(x)− π2(x)‖ = 0

alsoπ = π2. Analog folgt f̈ur x ∈ U

‖x− π(x)‖ = 0

⇒ x = π(x), das heißtBildπ = U .

Orthogonaliẗat:

π(x)− x ⊥ π(x)

Betrachte(1 + a)π(x) ∈ U für allea ∈ R.

⇒ ‖x− π(x)‖2 ≤ ‖x− (1 + a)π(x)‖2

⇒ ‖x− π(x)‖2 ≤ ‖x− π(x)‖2 + a2‖π(x)‖2 − 2a〈x− π(x), π(x)〉
⇒ 2a〈x− π(x), π(x)〉 ≤ a2‖π(x)‖2

⇒ 2|〈x− π(x), π(x)〉| ≤ |a|‖π(x)‖2 ∀a 6= 0
a→0⇒ 〈x− π(x), π(x)〉 = 0

Bemerkung: Eineähnliche Aussage ist die Folgende:

Seiπ : V → V Projektion. Dann sind die folgenden Aussagenäquivalent:

(i) π ist Orthogonalprojektion

(ii) ‖π(x)‖ ≤ ‖x‖ ∀x ∈ V

(iii) ‖π(x)− π(y)‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ V

Beweis:Übung

Definition 5.6. SeienA,B ⊂ V , V euklidischer Vektorraum (dim V <∞).

d(A,B) := inf
x∈A
y∈B

‖x− y‖

heißtAbstandzwischenA undB

Hier: Affine Vektorr̈aumeL,M ∈ V mit L = x0 + U undM = y0 + W . x0 ∈ L, y0 ∈ M AufpunkteU,W
Untervektorr̈aume vonV .

Schreibweise:d(x,B) = d(x,B), Analogd(x, y).

⇒ d(x,U) = ‖x− πU (x)‖ (nach Satz5.10)
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Satz5.11. Für affine Unterr̈aumeL = x0 + U undM = y0 + W gilt:

d(L, M) = d(y0 − xo, U + W )
= ‖(y0 − x0)− πU+W (y0 − x0)‖

Gilt πU+W (y0 − x0) = u − w, u ∈ U , w ∈ W , so sindx1 = x0 + u ∈ L und y1 = y0 + W ∈ M und
d(L,M) = d(x1, y1)

x0, y0 sind genau dann eindeutig bestimmt, wenn die SummeU + W direkt ist.

Definition 5.7. x1, y1 heißenLotfußpunkte

Beweis:

d(L, M) = inf
y∈M
x∈L

‖y − x‖

= inf
u∈U
w∈W

‖y0 + w − x0 − u‖

= inf
z∈U+W

‖(y0 − x0)− z‖

Satz5.10= ‖(y0 − x0)− πU+W (y0 − x0)‖
= d(y0 − x0, U + W )

SeiπU+W (y0 − x0) = u− w, u ∈ U , w ∈W

⇒ d(y0 − x0, U + W ) = ‖y0 − x0 − (u− w)‖
= ‖ y0 + w︸ ︷︷ ︸

=y1

−x0 + u︸ ︷︷ ︸
=x1

‖

= ‖y1 − x1‖

x1, y1 eindeutig bestimmt⇔ Darstellung von

πU+W (y0 − x0)︸ ︷︷ ︸
∈U+W

= u− w

eindeutig⇔ U + W = U ⊕W .

Beispiel:V = R3, 2 (windschiefe) Geraden

g =

0
1
0


x0

+ [

−1
2
1

]

︸ ︷︷ ︸
U

h =

 2
1
−1


y0

+ [

2
0
3

]

︸ ︷︷ ︸
W

Gesucht:d(g, h) und Lotfußpunkte. Dazu:

y0 − x0 =

 2
0
−1


z

U + W = [

−1
2
1


u

,

2
0
3


w

]

und

d(y0 − x0, U + W )↔ πU+W (y0 − x0)︸ ︷︷ ︸
π(z)

und

πU+W (y0 − x0) = u− w
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1. Methode:

π
[

�−1
2
1

�
,

�
2
0
3

�
]

 2
0
−1

 =?

Bestimme ONB inU + W .

1√
6

−1
2
1


︸ ︷︷ ︸

z1

,
1√
462

13
−2
17


︸ ︷︷ ︸

z2

Damit

π[...]

 2
0
−1

 = 〈

 2
0
−1

 , z1〉z1 + 〈

 2
0
−1

 , z2〉zw =
1
77

 58
−80
−13


Daraus folgt

d(g, h) = ‖

 2
0
−1

− 1
77

 58
−80
−13

 ‖ =
16√
77

Weiter ist

1
77

= αu + βw

= −44
77

 1
−2
−1


︸ ︷︷ ︸

ũ

− −9
77

2
0
3


︸ ︷︷ ︸

w̃

⇒ Lotfußpunkte0
1
0

+
40
77

 1
−2
−1

 =
1
77

 40
−3
−40

 ∈ g

 2
1
−1

+
9
77

−2
0
−3

 =
1
77

 136
77
−104

 ∈ h

2. Methode:

(U + W )⊥ = [

 6
5
−4

], ONB:
1
77

 6
5
−4


Damit folgt

d(g, h) = ‖z − πU+W (z)‖
= ‖π(U+W )⊥(z)‖

= ‖16
77

 6
5
−4

 ‖
=

16√
77
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Also

πU+W (z) =

 2
0
−1

− 16
77

 6
5
−4


=

1
77

 58
−80
−13


Weiter wie in Methode 1.

Methode 3Setzex ∈ L, y ∈M so, dass

y − x = (y0 − x0) + (w − u) ⊥ U + W = [

−1
2
1

 ,

2
0
3

]

⇒ x, y Lotfußpunkte undd(g, h) = ‖y − x‖

⇒ 6α− β = −3
α− 13β = 1 u = α

−1
2
1

 , w = β

2
0
3



Vorlesung: 2005-06-04

§3 Adjungierte Abbildungen

Definition 5.8. SeienV,W euklidische Vektorr̈aume.Φ ∈ Hom(V,W ).

Ein Ψ ∈ Hom(W,V ) heißtadjungierte AbbildungzuΦ wenn gilt:

〈Φ(x), w〉 = 〈x, Ψ(w)〉 ∀x ∈ V,w ∈W

StattΨ schreiben wir sp̈aterΦ∗.

Bemerkung:

(i) Links und rechts stehen verschiedene Skalarprodukte!

(ii) Existiert die adjungierte AbbildungΦ, so ist sie eindeutig.Beweis:Seien

〈x,Ψ1(w)〉 = 〈Φ(x), w〉 = 〈x,Ψ2(w)〉 ∀x ∈ V,w ∈W

Dann

⇒ 〈x, (Ψ1 −Ψ2)(w)〉 = 0 ∀x ∈ V,w ∈W

⇒ (Ψ1 −Ψ2)(w) = 0 ∀w ∈W

⇒ Ψ1 = Ψ2

(iii) ExistiertΦ∗, so existiert auch(Φ∗)∗, nämlich(Φ∗)∗ = Φ.

(iv) Φ∗ existiert nicht immer! Zum Beispiel

Φ : R[X]→ `2, p 7→ p
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AngenommenΦ∗ : `2 → R[X] würde existieren

⇒ 〈x,Φ∗(y)〉 = 〈x, y〉 ∀x ∈ R[X], y ∈ `2

⇒ 〈x,Φ∗(y)− y〉 = 0 ∀x ∈ R[X]

⇒ Φ∗(y)︸ ︷︷ ︸
∈R[X]⊂`2

− y︸︷︷︸
∈`2

∈ (R[X])⊥ = {o} ∀y ∈ `2

⇒ Φ∗(y)︸ ︷︷ ︸
∈R[X]

= y ∀y ∈ `2 Widerpsruch!

Ab jetzt seienV,W endlich dimensional.

Satz5.12(Darstellungssatz von Riesz). SeiV einn-dimensionaler euklidischer Vektorraum undx∗ ∈ V ∗.

Dann existiert genau einv ∈ V mit

x∗(x) = 〈x, v〉 ∀x ∈ V

Beweis:Es existiert eine ONB inV : (x1, . . . , xn). Setze

v :=
n∑

i=1

x∗(xi)xi

Dann

〈x, v〉 =
n∑

i=1

x∗(xi)〈x, xi〉

= x∗
( n∑

i=1

〈x, xi〉xi︸ ︷︷ ︸
x

)

= x∗(x) ∀x ∈ V

Satz5.13. SeienV,W endlich dimensionale euklidische Vektorräume undΦ ∈ Hom(V,W ).

Dann existiert die adjungierte AbbildungΦ∗ ∈ Hom(W,V ).

Beweis:Seiw ∈W fest. GesuchtΨ(w).

⇒ Die Abbildungx∗ : x 7→ 〈Φ(x), w〉 ist in V ∗

Satz5.12⇒ ∃v ∈ V mit 〈Φ(x), w〉 = x∗(x) = 〈x, v〉, für allex ∈ V .

SetzeΦ(W ) = V

⇒ 〈Φ(x), w〉 = 〈x,Ψ(w)〉 (14)

gilt f ür diesesw und allex ∈ V . Daw ∈W beliebig war, gilt (14) allgemein f̈ur allex ∈ V undw ∈W .

Noch zu zeigen ist dassΨ ∈ Hom(W,V ).

〈x,Ψ(aw + a′w′)〉 = 〈Φ(x), aw + a′w′〉
= a〈Φ(x), w〉+ a′〈Φ(x), w′〉
= a〈x,Ψ(w)〉+ a′〈x, Ψ(w′)〉
= 〈x, aΨ(w) + a′Ψ(w′)〉 ∀x, a, a′, w, w′

⇒ Ψ(aw + a′w′) = aΨ(w) + a′Ψ(w′)
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Bemerkung:

(i) Seidim V = n <∞. Wir hatten im ersten SemesterV undV ∗∗ indetifiziert.

Satz5.12 gibt nun auch einen natürlichen IsomorphismusV → V ∗, v 7→ 〈·, v〉. Also werden wir f̈ur
euklidische Vektorr̈aumeV , dim V = n V = V ∗ setzen. Die BasisB fällt dann mit der DualbasisB∗

zusammen genau dann wennB eine ONB ist.

(ii) Seien nunV,W euklidische Vektorr̈aume mit ONBs(x1, . . . , xn) bzw. (y1, . . . , yn), Φ : V → W linear,
Φ∗ adjungierte Abbildung.

ZusammenhangAΦ ↔ AΦ∗?

Behauptung:AΦ∗ = A>Φ

Beweis:

〈Φ(x), w〉 = Φ̂(x)
>

ŵ

= (AΦx̂)>ŵ

= x̂>A>Φŵ

= x̂>AΦ∗ŵ

= x̂>Φ∗(w)
= 〈x, Φ∗(w)〉
= 〈Φ(x), w〉

(iii) Fallsdim V = dim W = n folgt

det Φ = detΦ∗

(iv) Rechenregeln für adjungierte Abbildungen

• (Φ∗)∗ = Φ
• (aΦ)∗ = aΦ∗

• (Φ + Ψ)∗ = Φ∗ + Ψ∗

• (Φ ◦Ψ)∗ = Ψ∗ ◦ Φ∗

Selbstadjungierte Abbildungen

Definition 5.9. SeiΦ ∈ End(V ). Φ heißtselbstadjungiertwennΦ∗ existiert undΦ = Φ∗ gilt, das heißt wenn

〈Φ(x), y〉 = 〈x,Φ(y)〉 ∀x, y ∈ V

gilt.

Bemerkung: Gilt dim V = n und istB ONB, so gilt

Φ selbstadjungiert⇔ AΦ = A>Φ

⇔ AΦ symmetrisch

Satz5.14. SeiV n-dimensionaler euklidischer Vektorraum undΦ ∈ End(V ). Dann gilt

Φ selbstadjungiert⇔ Es existiert eine ONB aus Eigenvektoren vonΦ
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Beweis:

”
⇒ “: Φ selbstadjungiert⇒ AΦ symmetrisch

Satz5.3⇒ V = Eλ1 ⊕ . . .⊕ Eλk

und dieEλi
sind paarweise orthogonal. Ẅahle in jedemEλi

eine ONB.

⇒ ONB ausV aus Eigenvektoren.

”
⇐ “: SeiB = (x1, . . . , xn) ONB aus Eigenvektoren:Φ(xi) = cixi, ci Eigenwerte

〈xi,Φ(xj)〉 = 〈xi, cjxj〉
= cjδij

= ciδij

= 〈cixi, xj〉
= 〈Φ(xi), xj〉

⇒ 〈Φ(x), y〉 = 〈x, Φ(y)〉

Bemerkung: Ist A symmetrisch, so existiert eine ONB(x1, . . . , xn), xi ∈ Rn aus Eigenvektoren vonA

⇒ Für S =
(
x1 · · · xn

)
gilt: S−1AS ist Diagonalmatrix. Hier gilt

S>S = En ⇔ S−1 = S>

Solche Matrizen heißenorthogonal.

Die MatrizenA undA′ = S>AS heißen dann auchorthogonal-̈aquivalent.

Beispiel:

A =

−1 0 1
0 −2 0
1 0 1


⇒ Eigenwerte0 und−2. Eigenr̈aumeE0 = [

(
1
0
1

)
] undE−2 = [

(
1
0
−1

)
,
(

0
1
0

)
]

ONB: ( 1√
2

(
1
0
1

)
, 1√

12

(
1
0
−1

)
,
(

0
1
0

)
)

⇒ S =

 1√
2

1√
12

0
0 0 1
1√
2
− 1√

12
0


⇒ S>AS =

0 0 0
0 −2 0
0 0 −2



Vorlesung: 2005-06-07

§4 Isometrien

LATEXBuild: 10. August 2005, 16:32 130



Lineare Algebra u. Analytische Geometrie Kapitel 5,§4 Isometrien

Definition 5.10. SeienU,W euklidische Vektorr̈aume undΦ ∈ Hom(V,W ).

Φ heißtIsometrie, wenn

〈Φ(x),Φ(y)〉 = 〈x, y〉 ∀x, y ∈ V

gilt.

Φ Isometrie ⇒ Φ injektiv, aber im Allgemeinen nicht surjektiv. FallsΦ surjektiv ist, sagt man, dassV undW
isometrisch isomorphsind.

Satz5.15. Für Φ : V →W sindäquivalent:

(i) Φ Isometrie

(ii) ‖Φ(x)‖ = ‖x‖ für allex ∈ V

(iii) d(Φ(x),Φ(y)) = d(x, y) für allex, y ∈ V

Beweis:

(i)⇒ (ii ): ‖Φ(x)‖ =
√
〈Φ(x),Φ(x)〉 =

√
〈x, x〉 = ‖x‖

(ii )⇒ (iii ): Es gilt

d(Φ(x),Φ(y)) = ‖Φ(x)− Φ(y)‖
= ‖Φ(x− y)‖
= ‖x− y‖
= d(x, y)

(iii )⇒ (i): Es gilt

〈Φ(x),Φ(y)〉 =
1
4
(
‖Φ(x) + Φ(y)‖2 − ‖Φ(x)− Φ(y)‖2

)
=

1
4
(
d(x,−y)2 − d(x, y)2

)
= 〈x, y〉

Satz 5.16. SeienV,W euklidische Vektorr̈aume mitdim V = dim W = n ∈ N0 undΦ ∈ Hom(V,W ). Dann
sindäquivalent:

(i) Φ Isometrie

(ii) Für jede ONB(x1, . . . , xn) vonV ist (Φ(x1), . . . ,Φ(xn)) ONB vonW

(iii) Es gibt eine ONB(x1, . . . , xn) vonV , für die(Φ(x1), . . . ,Φ(xn)) ONB vonW ist

(iv) Φ∗ ◦ Φ = idV undΦ ◦ Φ∗ = idW

(v) Bez̈uglich jeder ONB vonV und jeder ONB vonW ist AΦ orthogonal

(vi) Es existieren ONBs inV undW , so dassAΦ orthogonal ist

Beweis:
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(i)⇒ (ii ): Φ ist injektiv, also wegendim V = dim W = n auch surjektiv, das heißt bijektiv.

Sei(x1, . . . , xn) ONB ⇒ (Φ(x1), . . . ,Φ(xn)) Basis. Wegen

〈Φ(xi),Φ(xj)〉 = 〈xi, xj〉 = δij

folgt ONB.

(ii )⇒ (iii ): Folgt aus Satz5.7.

(iii )⇒ (vi): Bez̈uglich ONB(x1, . . . , xn) und(Φ(x1), . . . ,Φ(xn)) istAΦ = En ⇒ A>ΦAΦ = En, alsoAΦ orthogonal.

(vi)⇒ (iv): Bez̈uglich der ONBs inV undW gilt:

AΦ∗◦Φ = AΦ∗ ·AΦ

= A>Φ ·AΦ

= En

= AidV

⇒ Φ∗ ◦ Φ = idV . Analog:Φ ◦ Φ∗ = idW .

(iv)⇒ (i): Es gilt

〈Φ(x),Φ(y)〉 = 〈x, (Φ∗ ◦ Φ)(y)〉
= 〈x, y〉

(iv)⇒ (v): Es giltΦ∗ ◦ Φ = idV
Bzgl. ONBs⇒ En = AidV

= AΦ∗◦Φ = A>Φ ·AΦ. AnalogAΦ ·A>Φ = En.

⇒ AΦ orthogonal.

(v)⇒ (vi): Folgt aus Satz5.7.

Ab jetztV = W mit dim V = n. Φ : V → V Isometrie.

Eigenwerte?Φ(x) = cx, x 6= 0

⇒ ‖Φ(x)‖︸ ︷︷ ︸
‖x‖6=0

= |c|‖x‖ ⇒ |c| = 1 ⇒ c = ±1

⇒ Bis auf triviale F̈alle keine Jordannormalform (im Reellen). Andere Normalform?

Satz5.17(Normalform von Isometrien). SeiV euklidischer Vektorraum,dim V = n undΦ : V → V Isometrie.

Dann existiert eine ONB vonV bez̈uglich derAΦ die folgende Gestalt hat:

AΦ =



1 0
...

1
−1

...
−1

cos ω1 − sinω1

sinω1 cos ω1

...
cos ωk − sinωk

0 sinωk cos ωk


mit ωi ∈ [0, π], i = 1, . . . , k.
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Definition 5.11. IsometrienΦ : Rn → Rn heißen auchDrehungen, genauereigentliche Drehungenfür det Φ = 1.
Ist detΦ = −1, so heißtΦ Drehspiegelung(uneigentliche Drehung). Die Isometrien bilden eine Gruppe, die
orthogonalen Matrizen also auch:

• O(n) – Orthogonale Gruppe

• SO(n) – Spezielle Orthogonale Gruppe{A ∈ O(n) | detA = 1}

Interpretation von5.17:

Drehk̈astchen

cos ω − sinω
sinω cos ω

=: Ã

Ã : R2 → R2

x =
(

x1

x2

)
=
(

r cos α
r sinα

)
⇒ Ãx =

(
cos ω − sinω
sinω cos ω

)(
r cos α
r sinα

)
=
(

r cos(α + ω)
r sin(α + ω)

)
⇒ Ã bewirkt eine Drehung um den Winkelω.

n = 2: detA = −1:

Ã =
(

1 0
0 −1

)
⇒ Spiegelung an einer Geraden durch0.

detA = 1:

Ã =
(

cos ω − sinω
sinω cos ω

)
⇒ Drehung umω ∈ [0, π].

n = 3: Drehung:

Ã =

1 0 0
0 cos ω − sinω
0 sinω cos ω

 =
(
u v w

)
oder Drehspiegelung:

Ã =

−1 0 0
0 cos ω − sinω
0 sinω cos ω


ω ∈ [0, π].

[u] = U Drehachse,[v, w] = U⊥ Drehebene,ω Drehwinkel

Vorlesung: 2005-07-13
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Beweis:(Beweis zu Satz5.17)

”
⇐“: AΦ ·A>Φ

Satz5.16= En ⇒ Φ Isometrie

”
⇒“: SetzeΨ := Φ + Φ∗︸︷︷︸

Φ−1

: V → V . Ψ ist selbstadjungiert.

Satz5.14⇒ Es existiert eine orthogonale Zerlegung vonV in Eigenr̈aume vonΨ.

1.) Ψ hat Eigenwert2 ⇔ Φ hat Eigenwert1.

”
⇐“: Φ(x) = 1 · x, x 6= 0

⇒ Ψ(x) = Φ(x) + Φ−1(x)
= x + x

= 2x

⇒ x Eigenvektor vonΨ zum Eigenwert2.

”
⇒“: Seix 6= 0 mit Ψ(x) = 2x ⇒ Φ(x) + Φ∗(x) = 2x ⇒ 2〈Φ(x), x〉 = 2〈x, x〉

⇒ ‖Φ(x)− x‖2 = 〈Φ(x)− x, Φ(x)− x〉
= 〈Φ(x),Φ(x)〉+ 〈x, x〉 − 2〈Φ(x), x〉
= 0

⇒ Φ(x) = x.

2.) Ψ hat Eigenwert−2 ⇔ Φ hat Eigenwert−1 analog.

⇒ V = E2 ⊕ E−2 ⊕ Ec1 ⊕ . . .⊕ Eck
ci 6= ±2

E2 undE−2 können unter Umständen{o} sein.

3.) Alle Eigenr̈aumeEc vonΨ sindΦ-invariant:

Ψ(x) = cx ∀x ∈ Ec

Φ(x)?

Ψ(Φ(x)) = Φ2(x) + x

= Φ(Ψ(x))
= Φ(cx)
= cΦ(x)

⇒ Φ(x) ∈ Ec (⇒ Φ(Ec) = Ec)

Sei nunc 6= ±2 Eigenwert vonΨ, EigenraumEc

4.) dim Ec ist gerade undEc ist die orthogonale Summe vonl = 1
2 dim Ec zweidimensionalen Un-

terr̈aumenUi, dieΦ-invariant sind.
Angenommendim Ec ungerade⇒ Φ|Ec

hat einen Eigenwert weil charakteristisches Polynom eine
Nullstelle besitzt.
⇒ ∃x ∈ Ec, x 6= 0 mit Φ(x) = x oderΦ(x) = −x

⇒ x ∈ E2 oderx ∈ E−2 - Widerspruch
⇒ dim Ec gerade.
Seix 6= 0 ausEc beliebig.
Behauptung:U = [x,Φ(x)] ist Φ-invariant. Es giltdim U = 2 und

x 7→ Φ(x) ∈ U

Φ(x) 7→ Φ(x) ∈ U?
BetrachteΨ(x) = cx ⇒ Φ(x) + Φ−1(x) = cx ⇒ Φ2(x) + x = cx

Φ2(x) = cΦ(x)− x (15)

⇒ Φ(U) ⊂ U (⇒ Φ(U) = U ). SetzeUi = U .
Nun betrachten wirU⊥ ∩ Ec und ẅahlenx ∈ U⊥ ∩ Ec, x 6= 0.
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Einschub. U⊥
1 ∩ Ec ist wiederΦ-invariant:

Seix ∈ U⊥
1 ∩ Ec ⇒ Φ(x) ∈ Ec und wenny ∈ U1, dann

〈Φ(x), y〉 = 〈x, Φ∗(y)〉
= 〈x, Φ−1(y)︸ ︷︷ ︸

∈U

〉

= 0

⇒ U2 = [x,Φ(x)] ⇒ Φ(U2) = U2 und U1 ⊥ U2. Analog: Ẅahlex ∈ (U1 ⊕ U2)⊥ ∩ E2,
U3 = [x,Φ(x)], usw.

Verfahren bricht nachl Schritten ab und liefert

Ec = U1 ⊕ · · · ⊕ Ul

5.) Sei nunU = [x,Φ(x)], x ∈ Ec, c 6= ±2, x 6= 0, ‖x‖ = 1.

Wähle ONB inU mit erstem Vektorx und

y =
Φ(x)− 〈x,Φ(x)〉x
‖Φ(x)− 〈x,Φ(x)〉x‖

Damit folgt

〈x, Φ(x)〉 = 〈Φ∗(x), x〉
= 〈Φ−1(x), x〉
= c〈x, x〉 − 〈x, Φ(x)〉

also〈x,Φ(x)〉 = c
2 〈x, x〉 = c

2 .

⇒ ∃ω ∈ (0, π) mit ´

cos ω = 〈x,Φ(x)〉 =
c

2

und

sinω =

√
1− c2

4

Damit

‖Φ(x)− 〈x,Φ(x)〉x‖2 = ‖Φ(x)‖2 + 〈x,Φ(x)〉2‖x‖2 − 2〈x, Φ(x)〉Φ(x)x

= 1− 〈x,Φ(x)〉2

= 1− cos2 ω

= sin2 ω

⇒ y = 1
sin ω (Φ(x)− cos ωx)

⇒ Φ(y) =
1

sinω
(Φ2(x)− cos ωΦ(x))

(15)=
1

sinω
(2 cos ωΦ(x)− x− cos ωΦ(x))

=
1

sinω
(cos2 ωx + cos ω sinωy − x)

= − sinωx + cos ωx
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ONB (x, y). Darstellung vonΦ|U bez̈uglich dieser ONB

Φ(x) = cos ωx + sinωy

Φ(y) = − sinωx + cos ωx

Damit folgt

AΦ|U =
(

cos ω − sinω
sinω cos ω

)

Satz5.18(Matrix-Version von Satz5.17). SeiA ∈ Rn×n. Dann gilt:

A orthogonal⇔ ∃ orthogonale MatrixS mit

Ã = S>AS =



1 0
...

1
−1

...
−1

cos ω1 − sinω1

sinω1 cos ω1

...
cos ωk − sinωk

0 sinωk cos ωk



Beispiel:

A =
1

9
√

2


9 4 8 1
−4 9 −1 8
−8 1 9 −4
−1 −8 4 9


Damit gilt

A + A> =
1

9
√

2


18 0 0 0
0 18 0 0
0 0 18 0
0 0 0 18


⇒ c =

√
2 ⇒ cos ω = 1

2

√
c, sinω = 1

2

√
2

⇒ Ec = R4, U1, U2?

x ∈ R4 mit ‖x‖ = 1 beliebig, zum Beispielx =
(

1
0
0
0

)
⇒ Ax mit Gram-Schmidt orthogonalisieren

U1 = [


1
0
0
0

 ,
1
9


0
4
−8
−1

]

⇒ U⊥
1 bestimmen,x ∈ U⊥

1 , ‖x‖ = 1 beliebig, usw.

ENDE!
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6 Anhang

§1 Klausurvorbereitung

Dies ist der Mitschrieb der Klausurvorbereitungsaufgaben die Herr Hoffmann in der großen Saalübung jeden Mon-
tag durchf̈uhrt.

Übung: 2005-04-18

Wiederholung (Gruppe). (G, ◦) heißtGruppefalls G Menge und◦ : G×G→ G mit folgenden Eigenschaften

(i) ∀a, b, c,∈ G : a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c

(ii) ∃e ∈ G : ∀a ∈ G : a ◦ e = e ◦ a = a

(iii) ∀a ∈ G : ∃a−1 ∈ G : a ◦ a−1 = e = a−1 ◦ a

G heißtabelschfalls zus̈atzlich gilt

(iv) ∀a, b ∈ G : a ◦ b = b ◦ a

Wiederholung (Untergruppe). SeiM ⊆ G. M heißtUntergruppevonG, falls (M, ◦) eine Gruppe ist.

Wiederholung (Untergruppenkriterium). M ⊆ G ist Untergruppe⇔

(i) M 6= ∅

(ii) ∀x, y ∈M : x−1 ◦ y ∈M

oder ⇔

(i) M 6= ∅

(ii) ∀x ∈M : x−1 ∈M

(iii) ∀x, y ∈M : x ◦ y ∈M

Aufgabe1. Es sei(G, ◦) eine Gruppe mit Neutralelemente. Weiter sei

M := {x ∈ G | x ◦ x = e}

Zeigen Sie

(a) Ist G kommutativ, so istM eine Untergruppe vonG.

(b) Sein ≥ 3 undG := Sn, dann istM keine Untergruppe vonG.

Lösung von Aufgabe1:

(a) Zu Zeigen:

1) M 6= ∅, dae ◦ e = e ist e ∈M .
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2) ∀x ∈M : x−1 ∈M , denn

x ∈M ⇔ x ◦ x = e

⇔ (x−1 ◦ x) ◦ x = x−1 ◦ e

⇔ x = x−1

⇔ x−1 ◦ x = x−1 ◦ x−1

⇔ e = x−1 ◦ x−1

⇔ x−1 ∈M

3) ∀x, y ∈M : x ◦ y ∈M , denn

(x ◦ y) ◦ (x ◦ y) = (x ◦ x)︸ ︷︷ ︸
e

◦ (y ◦ y)︸ ︷︷ ︸
e

= e ◦ e

= e

Also istM eine Untergruppe vonG.

(b) Sein ≥ 3 undG = Sn, dann istM keine Untergruppe vonG.

Sn :=
{
π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} : π bijektiv

}
und

”
◦“ ist die Verkettung von Abbildungen. Seien

τ1 =
(

1 2 3 4 · · · n
3 2 1 4 · · · n

)
τ2 =

(
1 2 3 4 · · · n
2 1 3 4 · · · n

)
Da τ1 ◦ τ1 = τ2 ◦ τ2 = ( 1 2 3 ··· n

1 2 3 ··· n ) = id1,...,n ⇒ τ1, τ2 ∈M .

Aber (τ1 ◦ τ2) ◦ (τ1 ◦ τ2)(1) = 3 6= 1, also ist(τ1 ◦ τ2) ◦ (τ1 ◦ τ2) 6= id1,...,n d.h.τ1 ◦ τ2 /∈M .

Also istM keine Untergruppe.

Übung: 2005-04-25

Wiederholung. Eine AbbildungΦ : V → V heißtProjektion, falls

Φ2 = Φ

alsoΦ2(x) = Φ(x) für allex ∈ V .

Aufgabe2. SeiV ein Vektorraum undΦ ein Endomorphismus vonV , so dass

Φ2(idV −Φ) = Φ(idV −Φ)2 = 0

(a) Zeigen Sie, dassΦ eine Projektion ist.

(b) Geben Sie ein Beispiel für ein VektorraumV und ein EndomorphismusΦ vonV an, so dass

Φ2(idV −Φ) = 0

aber

Φ2 6= Φ
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Lösung von Aufgabe2:

(a) Es gilt

Φ2 − Φ3 ⇔ Φ3 = Φ2 (16)

Φ(idV −2Φ + Φ2) = 0 ⇔ Φ− 2Φ2 + Φ3 = 0 (17)

Mit (16) in (17)

Φ− 2Φ2 + Φ2 = Φ− Φ2 = 0 ⇔ Φ = Φ2

(b) V = R2, so suchen wirA ∈ R2×2 mit

A2(E2 −A) = 0

aberA2 6= A.

GesuchtA ∈ R2×2 mit A2 = 0 aberA 6= 0.

A2 =
(

0 0
1 0

)2

=
(

0 0
0 0

)
erfüllt die Voraussetzung.

Ist Φ die lineare Abbildung mit AbbildungsmatrixA bez̈uglich der Standardbasis, so gilt

Φ2︸︷︷︸
=0

(idV −Φ) = 0

aberΦ2 = 0 6= Φ.

Übung: 2005-05-02

Wiederholung.

KernΦ := {x ∈ V | Φ(x) = 0}
BildΦ := {y ∈ V | ∃x ∈ V : Φ(x) = y} = Φ(V )

U,W Untervektorr̈aume vonV .

U + W := {u + w|u ∈ U,w ∈W}

U + W direkt, falls gilt

U ∩W = {o}

FallsU ⊕W direkt ist, gilt: F̈ur allex ∈ U ⊕W existieren endlich bestimmteu ∈ U undw ∈W mit x = u + w.
Es gilt

• dim(U + W ) = dimU + dim W − dim(U ∩W )

• dim V = dim BildΦ + dim KernΦ

Aufgabe3. SeiV einK-Vektorraum mitdim V <∞ undΦ : V → V ein Endomorphismus mit

KernΦ = Kern(Φ2) (18)

(a) Zeigen Sie, dassV = Kern(Φ)⊕ Bild(Φ)

(b) Zeigen Sie, dassaohne Voraussetzung18 im allgemeinen nicht gilt.
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Lösung von Aufgabe3:

(a) Seien

KernΦ ∩ BildΦ = {o} (19)

dim V = dim BildΦ + dim KernΦ (20)

Damit folgt

dim BildΦ + dim KernΦ− dim(Bild Φ ∩ dim KernΦ) (19)= dim BildΦ + dim Kern Φ

Es bleibt zu zeigen:KernΦ ∩ BildΦ = {o}.
Seix ∈ KernΦ ∩ BildΦ, das heißt

1. Φ(x) = 0

2. ∃y ∈ V : Φ(y) = x

Φ2(y) = Φ(Φ(y)) = Φ(x) = o

Also gilt y ∈ KernΦ2. Also y ∈ KernΦ.

⇒ Φ(y) = 0 = x, das heißtx = 0. Also gilt KernΦ ∩ BildΦ = {o}.

(b) Gesucht:V undΦ : V → V mit KernΦ $ Kern(Φ2). Z.B.: V = R2.

SeiAΦ die Abbildungsmatrix vonΦ bzgl. der Standardbasis

AΦ :=
(

0 0
1 0

)
Dann folgt

KernΦ = [
(

0
1

)
] Kern(Φ2) = R2

BildΦ = [
(

0
1

)
]

KernΦ + BildΦ = [
(

0
1

)
] 6= V

Übung: 2005-05-09

Wiederholung.

• Φ : V → K linear heißtLinearform

• V ∗ = {Φ : V → K | Φlinear} heißtDualraum

• Seidim V = n und(b1, . . . , bn) eine Basis vonV . (b∗1, . . . , b
∗
n) heißt zugeḧorigeDualbasisfalls gilt

b∗i (bj) = δij =
{

1 falls i = j
0 falls i 6= j

• x1, . . . , xk ∈ V heißenlinear unabḧangiggenau dann wenn

k∑
i=0

aixi = 0 ⇒ a1, . . . , ak = 0
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Aufgabe4. SeiV einn-dimensionalerK-Vektorraum undΦ1, . . . ,Φn Linearformen aufV .

Zeigen Sie:Φ1, . . . ,Φn linear unabḧangig genau dann wenn

∀x1, . . . , xn ∈ V : det

Φ1(x1) · · · Φn(x1)
...

...
Φ1(xn) · · · Φn(xn)

 = 0

Lösung von Aufgabe4:

⇒: Φ1, . . . ,Φn linear abḧangig, das heißt es existierena1, . . . , an ∈ K nicht alle Null mit

a1Φ1 + . . . + anΦn = 0 ∈ V ∗

Seienx1, . . . , xn ∈ V . Dann gilt

a1Φ1(x1) + . . . + anΦn(x1) = 0 ∈ K
...

...
...

a1Φn(xn) + . . . + anΦn(xn) = 0 ∈ K

In MatrixschreibweiseΦ1(x1) · · · Φn(x1)
...

...
Φ1(xn) · · · Φn(xn)

 ·
a1

...
an

 =

0
...
0

 ∈ Kn

(a1, . . . , an)> ∈ Kn ist nicht der Nullvektor, das heißt zur MatrixA geḧorende homogene LGS ist nicht
trivial l ösbar. Damit istA nicht invertierbar, alsodet A = 0.

⇐: Seienx1, . . . , xn ∈ V . Nach Voraussetzung existierena1, . . . , an ∈ K, so dass

a1Φ1(xi) + . . . + anΦn(xi) = 0 ∈ K i = 1, . . . , n

Wäre{x1, . . . , xn} eine Basis vonV , so m̈usste

a1Φ1 + . . . + anΦn = 0 ∈ V ∗

Dax1, . . . , xn ∈ V beliebig waren, k̈onnen wir sie speziell also linear unabhängig ẅahlen. Da nicht alleai

Null sein m̈ussen sindΦ1, . . . ,Φn linear unabḧangig.

Übung: 2005-05-23

Aufgabe5. Seien

A :=

− 1
2 0 1

2
− 1

2 1 1
2

1
2 0 − 1

2

 Φ : R3 → R3

x7→Ax

(a) Zeigen Sie, dassΦ diagonalisierbar ist und bestimmen Sie eine MatrixS, für dieS−1AS Diagonalgestalt
hat.

(b) Für welchen ∈ N ist Φn eine Projektion?
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Lösung von Aufgabe5:

(a) Berechnedet(A−X · E3)∣∣∣∣∣∣
− 1

2 −X 0 1
2

− 1
2 1−X 1

2
1
2 0 − 1

2 −X

∣∣∣∣∣∣ = (1−X)

∣∣∣∣∣− 1
2 −X 1

2
1
2 − 1

2 −X

∣∣∣∣∣ ←−+

= (1−X)

∣∣∣∣∣
− 1

y
+

−X −X
1
2 − 1

2 −X

∣∣∣∣∣
= (1−X)

∣∣∣∣−X 0
1
2 −1−X

∣∣∣∣
= −X(1−X)(−1−X)

−1, 0, 1 sind die Eigenwerte vonΦ. Also ist Φ diagonalisierbar, weil das Minimalpolynom in einfache
Linearfaktoren zerf̈allt.

• Eigenraum zum Eigenwert0, d.h. Lösungsraum des LGSAx = 0

E0 = [

1
0
1

]

• Eigenraum zum Eigenwert1, d.h. Lösungsraum des LGS(A− E)x = 0

E1 = [

0
1
0

]

• Eigenraum zum Eigenwert−1, d.h. Lösungsraum des LGS(A + E)x = 0

E−1 = [

 0
1
−2

]

Damit folgt

S =

1 0 2
0 1 1
1 0 −2


(b) Φ Projektion⇒ Φ2 = Φ

dim V <∞⇒ V = Kern Φ⊕ BildΦ

Die Eigenwerte vonΦn sind(−1)n, 0n, 1n, also−1, 0, 1 falls n ungerade und0, 1 falls n gerade.

Bzgl. (
(

1
0
1

)
,
(

0
1
0

)
,
(

2
1
−2

)
) hatΦ die Abbildungsmatrix

Ã =

0 0 0
0 1 0
0 0 −1


Φn hat dann die Abbildungsmatrix̃An

Ãn =

0 0 0
0 1n 0
0 0 (−1)n


Ist n ungerade, so ist−1 Eigenwert⇒ Φn keine Projektion. Istn gerade⇒ Φn Projektion.

Übung: 2005-05-30
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Aufgabe6. Es seiV = R2×3 und

Φ : V → V
( a11 a12 a13

a21 a22 a23 ) 7→
(

a11−a21 a12+a22 2a13+a23
a11+a21 −a12+2a22 a13+4a23

)
Bestimmen Siedet(Φ).

Lösung von Aufgabe6:

Gesucht ist eine Wyrre-Basis2 vonV . Idee:

B = (
(

1 0 0
0 0 0

)
M1

,

(
0 1 0
0 0 0

)
M2

,

(
0 0 1
0 0 0

)
M3

,

(
0 0 0
1 0 0

)
M4

,

(
0 0 0
0 1 0

)
M5

,

(
0 0 0
0 0 1

)
M6

)

Bilder der Basisvektoren:

Φ(M1) =
(

1 0 0
1 0 0

)
= 1 ·M1 + 1 ·M4

Φ(M2) =
(

0 1 0
0 −1 0

)
= 1 ·M2 − 1 ·M5

Φ(M3) =
(

0 0 2
0 0 1

)
= 2 ·M3 + 1 ·M6

Φ(M4) =
(
−1 0 0
1 0 0

)
= −1 ·M1 + 1 ·M4

Φ(M5) =
(

0 1 0
0 2 0

)
= 1 ·M2 + 2 ·M5

Φ(M6) =
(

0 0 1
0 0 4

)
= 1 ·M3 + 4 ·M6

Damit folgt

AΦ =


1 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 −1 0 0 2 0
0 0 1 0 0 4


2Vgl. http://www.ru-eschweilerhof.de/cs/fb17/algodat/vortrag/img17.html
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Also

detAΦ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y+− 1

y
+

− 1
2

y

+

1 0 0 − 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 − 1 0 0 2 0
0 0 1 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
1 0 0 2 0 0
0 −1 0 0 3 0
0 0 1 0 0 7

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 · 3 · 7
= 42

Übung: 2005-06-06

Aufgabe7. Es seienG, G′ Gruppen undΦ : G→ G′ undΨ : G→ G′ Gruppenhomomorphismen.

Zeigen Sie: IstH $ G eine echte Untergruppe vonG und giltΦ(a) = Ψ(a) für allea ∈ G \H, so istΦ = Ψ.

Lösung von Aufgabe7: Seia ∈ G \H undb ∈ H.

Φ(a ◦ b) = Φ(a) ◦′ Φ(b)
= Ψ(a) ◦′ Φ(b)

Ist a ◦ b ∈ G \H? Ja, denn Annahme

a ◦ b ∈ H
b−1 ∈ H

}
⇒ (a ◦ b)︸ ︷︷ ︸

∈H

◦ b−1︸︷︷︸
∈H

= a ◦ (b ◦ b−1) = a ∈ H Widerspruch!

Also gilt

Φ(a ◦ b) Vor.= Ψ(a ◦ b) = Ψ(a) ◦′ Ψ(b)

Insgesamt:

Ψ(a) ◦′ Φ(b) = Ψ(a) ◦′ Ψ(b)

⇒ Ψ(a)−1 ◦′ Ψ(a) ◦′ Φ(b) = Ψ(a)−1 ◦′ Ψ(a) ◦′ Ψ(b)
⇔ Φ(b) = Ψ(b)

Also gilt Φ = Ψ.
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Wiederholung.

Zm := {[Z]∼ | z ∈ Z}

∀z1, z2 ∈ Z:

z1 ∼ z2 :⇔ z1 − z2 = k ·m

für eink ∈ Z. Es gilt

[z1]∼ + [z2]∼ := [z1 + z2]∼

(
”
+“ ist wohldefiniert).

Seiz′1 ∈ [z1]∼ undz′2 ∈ [z2]∼, z′1 = z1 + km undz′2 = z2 + lm, dann

[z′1 + z′2]∼ = [z1 + km + z2 + lm]∼
= [z1 + z2 + (k + l)m]∼
= [z1 + z2]∼

Für allem ∈ N ist Zm eine Gruppe.

Aufgabe8. Geben Sie alle Guppenhomomorphismen von(Z6,+) nach(Z7,+) an.

Lösung von Aufgabe8:

Z6 = {[z]6 | z ∈ Z} Z7 = {[z]7 | z ∈ Z}

Für allem ∈ N gilt (Zm,+) ist zyklisch:

[k]m = [1]m + . . . + [1]m︸ ︷︷ ︸
kMal

Für jede GruppeG′ gilt Φ : Zm → G′ ist eindeutig durchΦ([1]) festgelegt.

Φ([0]m) = eG

Φ : Z6 → Z7 Gruppenhomomorphismus.

Dann muss gelten

Φ([0]6) = [0]7 (Eigenschaft eines Gruppenhomomorphismus)

Nun

[3]6 + [3]6 = [6]6 = [0]6

das heißt[3]6 ist selbstinvers.

Einschub. Φ(x−1) = Φ(x)−1, das heißtx = x−1, so istΦ(x−1) = Φ(x). Also selbstinverse Elemente werden
auf selbstinverse Elemente abgebildet.

Somit gilt

Φ([3]6) = [0]7
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Φ([1]6) = [k]7 für eink ∈ {0, . . . , 6}

Φ([3]6) = Φ([1]6 + [1]6 + [1]6)
= Φ([1]6) + Φ([1]6) + Φ([1]6)
= [k]7 + [k]7 + [k]7
= [3 · k]7
= [3]7 · [k]7
= [0]7

DaZ7 ein Körper und somit nullteilerfrei ist, giltk = 0, alsoΦ([1]6) = [0]7. Also ist

Φ : Z6 → Z7

[k]6 7→ [0]6

Es gibt also nur einen Gruppenhomomorphismus vonZ6 nachZ7.

Übung: 2005-06-13

Aufgabe 9. SeiB = (b1, . . . , b5) eine Basis des reellen VektorraumsV undΦ : V → V ein Endomorphismus
mit folgenden Eigenschaften

Φ(b1) = 2b1 + 3b4 (21)

Φ(b2) = −b1 + b2 + 3b3 + b5 (22)

Φ(b3) = −b1 + 2b3 − 4b4 (23)

Φ(b4) = b1 − 2b3 (24)

Φ(b5) = −3b1 − 2b2 + 2b4 + 4b5 (25)

(a) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix vonΦ bez̈uglichB.

(b) Zeigen Sie, dass

c1 = b1 + b3 + b4

c2 = b1 − b3

c3 = b1 + b4

linear unabḧangig sind.

(c) Zeigen Sie, dassU = [c1, c2, c3] Φ-invariant ist.

(d) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix vonΦU : U → U bez̈uglich (c1, c2, c3).

Lösung von Aufgabe9:

(a)

AΦ =


2 −1 −1 1 −3
0 1 0 0 −2
0 3 2 −2 0
3 0 −4 0 2
0 −2 0 0 4
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(b) c1, c2, c3 linear unabḧangig ⇔

(
1
0
1
1
0

)
,

(
1
0
−1
0
0

)
,

(
1
0
0
1
0

)
linear unabḧangig

1 0 1 1 0
1 0 −1 0 0
1 0 0 1 0


 

1 0 1 1 0
0 0 −2 1 0
0 0 −1 0 0


 

1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0


Die Matrix hat Rang3, das heißtc1, c2, c3 linear unabḧangig.

(c) Außerdem haben wir gezeigt

U = [b1, b3, b3]

Zu zeigen:Φ(U) ⊂ U . Wir zeigenΦ(bi) ∈ U für i = 1, 2, 3. Dies stimmt nach Voraussetzung wegen (21)
(23) und (24).

(d) Bez̈uglich b1, b3, b4 hatΦU die Abbildungsmatrix

AΦU
=

2 −1 1
0 2 −2
3 −4 0


Es gilt

S =

1 1 1
1 −1 0
1 0 1


Also hatΦU bez̈uglich (c1, c2, c3) die AbbildungsmatrixS−1AS.

Übung: 2005-06-20

Wiederholung. SeiV einK-Vektorraum undU ⊂ V ein Untervektorraum vonV .

V/U = {[x]∼ | x ∈ V } x ∼ y ⇔ x− y ∈ U

Für a ∈ K, x, y ∈ V gilt

a · [x]∼ = [a · x]∼

und

[x]∼ + [y]∼ = [x + y]∼

sind wohldefiniert.

Aufgabe10. Im Vektorraum

V = {p ∈ R[X] | Grad p ≤ 4}
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sei der UntervektorraumU erzeugt von den4 Polynomen

p1 := 1 + 2X −X2 + X3 −X4 (26)

p2 := 2− 2X + X2 − 2X3 (27)

p3 := 1 + 2X −X2 −X3 − 2X4 (28)

p4 := −6X + 3X2 − 2X3 + 3X4 (29)

(a) Bestimmen Siedim U undW1 ⊂ V mit U ⊕W1 = V .

(b) Bestimmen Sie eine Basis vonV/U .

(c) Bestimmen SieW2 mit U ⊕W2 = V undW1 ∩W2 = {o}.

Lösung von Aufgabe10:

(a) Wir wählenB = (1, X,X2, X3, X4) als Basis vonV . Dann sind

p̂1 =


1
2
−1
1
−1

 , p̂2 =


2
−2
1
−2
0

 , p̂3 =


1
2
−1
−1
−2

 , p̂4 =


0
−6
3
−2
3


Berechne einfache Basis vonU

1 2 −1 1 −1
2 −2 1 −2 0
1 2 −1 −1 −2
0 −6 −3 −2 3

 Gauß
 

1 2 −1 1 −1
0 −6 3 −4 2
0 0 0 2 1


Also ist

C = {1 + 2X + X2 + X3 −X4,−6X + 3X2 − 4X3 + 2X4, 2X3 + X4}

eine Basis vonU . ⇒ Es giltdim U = 3.

Ergänze nun das Ergebnis des Gauß-Verfahren

1 2 −1 1 −1
0 −6 3 −4 2
0 0 0 2 1

 


1 2 −1 1 −1
0 −6 3 −4 2
0 0 1 0 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 1


Diese Matrix hatRang 5, also{X2, X4} linear unabḧangig vonU , also istW1 zum Beispiel gegeben durch

W1 = [x2, X4]

(b) SeiW ⊂ V Untervektorraum so, dassU ⊕W = V . Weiter sei{x1, . . . , xn} eine Basis vonW .

Dann gilt[x1]∼, . . . , [xn]∼ bilden eine Basis vonV/U .

Also sind{[X2]∼, [X4]∼} eine Basis vonV/U .

(c) Ergänze die Matrix aus dem Ergebnis des Gauß-Verfahrens aus Aufgabenteil (a) zu
1 2 −1 1 −1
0 1 0 0 0
0 −6 3 −4 2
0 0 0 1 0
0 0 0 2 1
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Auch diese Matrix hatRang 5, also ist{X, X3} linear unabḧangig vonU undW1 ∩ {X, X3} = {o}.
Also ist

W2 = {X, X3}
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konstante,34
Minimal-, 98
normiert,34
Null-, 34

Produkt
inneres,108
Kreuz,5
Matrix-, 30

Projektion,68, 120, 138
Orthogonal-,120

Punkt,64

Quotientenraum,61

Rang,56
Spalten-,56
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Zeilen-,56
Realteil,24
Relation,8

äquivalenz,9
reflexiv,9
symmetrisch,9
transitiv,9

Repr̈asentant,9
Restriktion,7
Richtungsraum,64
Ring,25

mit Eins,26

Skalarprodukt,108
Standard-,73, 108

Spur,72
Summe,59

direkte,59

Teiler,37
teilerfremd,27, 37
Teilmenge,4

echte,4
Transposition,16
Treppennormalform,40

Umkehrabbildung,7
unendlich dimensional,52
Untergruppe,17, 137
Unterraum,44

affiner,64
aufspannen,46

Untervektorraum,44
erzeugter,46

Urbild, 6

Vektor,44
Koordinaten-,75

Vektorraum,44
dualer,72
euklidischer,108
komplemenẗarer,60
komplexer,44
reller,44

Verknüpfung
assoziativ,12
kommutativ,12

Verknüpfungstafel,14
Vielfachheit,93
Vorlesung (LA I)

2004-10-20,4
2004-10-22,6
2004-10-27,9
2004-10-29,12
2004-11-03,14
2004-11-05,16
2004-11-10,18

2004-11-12,21
2004-11-17,24
2004-11-19,27
2004-11-24,29
2004-11-26,32
2004-12-01,34
2004-12-03,37
2004-12-08,40
2004-12-10,44
2004-12-15,45
2004-12-17,48
2004-12-22,51
2005-01-07,53
2005-01-12,56
2005-01-14,58
2005-01-19,61
2005-01-21,64
2005-01-26,67
2005-01-28,69
2005-02-02,72
2005-02-04,74
2005-02-09,78
2005-02-11,81
2005-02-16,84
2005-02-18,88

Vorlesung (LA II)
2005-04-13,90
2005-04-20,92
2005-04-27,95
2005-05-04,98
2005-05-11,101
2005-05-18,104
2005-05-25,107
2005-06-01,110
2005-06-04,127
2005-06-07,130
2005-06-08,114
2005-06-15,118
2005-06-22,120
2005-06-29,123
2005-07-13,133

Wertebereich,6
windschief,66
Winkel, 111
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