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Zusammenfassung

Teil der Vorlesung
”
Lineare Algebra und Analytische Geometrie“ an der Universität Karls-

ruhe (TH) ist die Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen. Diese setzen ein Verständnis
des BegriffsKoordinatenvektorvoraus. Da dieses Thema extremst grundlegend und wichtig
ist, und es meist nicht richtig verstanden wird, habe ich dieses kleine Paper geschrieben, um
vielleicht ein wenig f̈ur Aufklärung zu sorgen. Folgende Themen werden behandelt:

• Basis

• Koordinatenvektor

• Endomorphismen inRn

• Darstellung von Endomorphismen durch Matrizen

• Basiswechsel

Das Dokument erhebt keinen Anspruch auf Vollständigkeit in irgend einer Weise. Die Beispie-
le sind meistens nur im AnschauungsraumR3 um sie m̈oglichst einfach zu halten, so dass man
nicht unn̈otig verwirrt wird. Da es in Klausuren allerdings meist weitaus komplexere Vek-
torräume gibt, sollte man m̈oglichst die Zusammenhänge verstehen, dann klappt es nämlich
auch bei beliebigen Vektorräumen.

1 Koordinatenvektoren

1.1 Einleitung

Wir legen hier stetsn-dimensionaleR-Vektorr̈aumeV zugrunde, zum BeispielRn mit n < ∞.
Natürlich funktioniert alles auch in einem beliebigen Vektorraumüber einem beliebigen K̈orperK.
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1.2 Basis

Jeder Vektorraum hat eine Basis. Das heißt es gibt eine maximal linear unabhängige Menge von
Basisvektoren ausV , so dass sich jeder Vektor ausV alsLinearkombinationdieser Basisvektoren
schreiben l̈asst. Nehmen wirRn wobei B = {b1, . . . bn} Basis verm̈oge, dann kann man einen
beliebigen Vektorx ∈ V ausdr̈ucken als

x =
n∑

i=1

αibi

für geeigneteαi ∈ R. Diese Darstellung ist zudem eindeutig, das heißt dieαi sind für jedesx
eindeutig bestimmt.

Als spezielle Basis sei die sogenannteStandardbasisB := {e1, . . . , en} angef̈uhrt. Dabei gilt

eij = δij

Im R3 sähe diese also zum Beispiel so aus:

B3 = {

1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1

}
Dies sollte jedoch klar sein.

1.3 Der Koordinatenvektor

Betrachten wir also nun einen Vektorraum zusammen mit einer BasisB.

Wir haben gesehen dass sich jeder Vektor als Linearkombination dern Basisvektoren darstellen
lässt. Notiert man sich nun die Koeffizientenαi als Vektor und definiert

x̂B :=

α1
...

αn

 ↔ x =
n∑

i=0

αibi

dann heißt̂xB Koordinatenvektorvonx bez̈uglich der BasisB.

Man muss sich klar machen dassx̂B kein Vektor im eigentlichen Sinne ist, sondern nur einen

”
Punkt im Raum“ anhand der BasisB beschreibt. Ohne der Angabe der zugehörigen Basis l̈asst

sich keine Aussage machen wo der
”
Punkt“ x̂B tats̈achlich im Raum ist!

Nun ist interessant zu wissen, und das muss man sich auch klar machen, dass bezüglich der Stan-
dardbasisB der Vektorx und der Koordinatenvektor̂xB vonx identisch sind.
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Kleines Beispiel dazu: Wir sind wieder inR3 und betrachten den Vektorx :=
(

2
3
−5

)
. Dieser l̈asst

sich als Linearkombination der Standardbasisvektoren offenbar wie folgt darstellen:

x =

 2
3
−5

 = 2︸︷︷︸
α1

·

1
0
0

 + 3︸︷︷︸
α2

·

0
1
0

 −5︸︷︷︸
α3

·

0
0
1


Betrachte nun den Koordinatenvektor

x̂B =

α1

α2

α3

 =

 2
3
−5


Nimmt man jedoch eine beliebige Basis, zum BeispielB = {

(
1
1
0

)
,
(

1
0
1

)
,
(

0
1
1

)
}, und den gleichen

Vektorx wie oben, so hat̂xB eine ganz andere Darstellung, denn

x =

 2
3
−5

 = 5 ·

1
1
0

− 3 ·

1
0
1

− 2

0
1
1


Somit ist der Koordinatenvektor offensichtlich

x̂B =

 5
−3
−2


Hier gilt jetzt x̂B 6= x!

Übrigens: Den Koordinatenvektor̂x eines Vektorsx zu einer beliebigen BasisB lässt sich finden
in dem man das inhomogene LGS(

b1 · · · bn

)
· x̂ = x

löst.

Also nochmal kurzgefasst: Jeder Vektorx lässt sich als Linearkombination der Basisvektoren einer
bestimmten Basis beschreiben. Der Koordinatenvektorx̂ setzt sich aus den Koeffizienten dieser
Linearkombination zusammen, und man sagt

”
Koordinatenvektor̂x bez̈uglich der BasisB“.

2 Endomorphismen

2.1 Definitionsarten

Betrachten wir nun einen EndomorphismusΦ : V → V 1. Wir wissen aus der Vorlesung, dass
eine lineare Abbildung (also auchΦ) eindeutig durch die Bilder der Basisvektoren einerbeliebigen

1Man kann das Spiel auch mit linearen Abbildungen zwischen zwei verschiedenen Vektorräumen treiben. Experi-
mente seien dem geneigten Leser zurÜbungüberlassen.
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Basis inV definiert wird.

Beispiel: SeiR3 mit StandardbasisB undΦ : R3 → R3 zum Beispiel durch

Φ(e1) = Φ(

1
0
0

) =

2
3
0


Φ(e2) = Φ(

0
1
0

) =

 2
−4
2


Φ(e3) = Φ(

0
0
1

) =

0
2
0


vermöge.

Damit istΦ eindeutig definiert.

Eine andere M̈oglichkeit wie manΦ definieren kann, ist durch die Angabe der Abbildungsvor-
schrift. Dabei gibt man an, was mit den einzelnen Komponenten eines abstrakten Vektors passiert.
Zum Beispiel:

Φ : R3 → R3a1

a2

a3

 7→

 2a1 + 2a2

3a1 − 4a2 + 2a3

2a2


Diese Definition ist ebenso eindeutig2.

Eine dritte M̈oglichkeit ist nun noch die fertigste von allen. Man definiert sichΦ nicht direkt durch
die Bilder der Basisvektoren, sondern durch Angabe der Linearkombinationen wie diese Bilder
zustande kommen. Verm̈oge Standardbasis, dann könnte so eine Definition zum Beispiel wie folgt
aussehen:

Φ(e1) = 2e1 + 3e2

Φ(e2) = 2e1 − 4e2 + 2e3

Φ(e3) = 2e2

Auch diese Definition ist eindeutig. Mehr zu den ersten beiden Definitionen später. Konzentrieren
wir uns erstmal auf die Letzte.

2Es lassen sich mit dieser Methode auch nicht-lineare Funktionen definieren, zum BeispielΥ : R2 → R2 mit

( a
b ) →

�
a2

b3

�
.
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2.2 Die Abbildungsmatrix

Nun hat man sicherlich schon gehört, dass sich eine lineare Abbildung auch durch eineAbbildungs-
matrix definieren l̈asst. Da wir in Abschnitt2.1 nur EndomorphismenΦ : Rn → Rn betrachtet
haben, werden unsere Abbildungsmatritzen alle die FormA ∈ Rn×n haben.

Man muss jedoch wissen, dass es zu einem EndomorphismusΦ nicht nur eine Abbildungsma-
trix AΦ gibt, sondern mehrere — ja sogar unendlich viele. Das liegt daran, dassAΦ jeweils für
eine spezielle Basisdefiniert wird.

Hat man jetzt die AbbildungsmatrixAΦ eines EndomorphismusΦ bez̈uglich einer BasisB und
betrachtet die (Hilfs–)Abbildung:

fΦ : R3 → R3

x̂B 7→ AΦx̂B

so bildet dieseKoordinatenvektorenbez̈uglich der BasisB auf Koordinatenvektoren der BasisB
gem̈aß der Abbildungsvorschrift vonΦ ab! Also gilt

f(x̂B) = AΦx̂B

Das ist nichts weiter als eine Matrix–Vektor–Multiplikation.

2.3 Abbildung Abbildungsmatrix?

Wie sieht denn nun die Abbildungsmatrix eines EndomorphismusΦ konkret aus?

Betrachten wir dazu nochmal unser Beispiel von oben – aber diesmal mit einer allgemeinen Basis
B = (b1, b2, b3):

Φ(b1) = 2b1 + 3b2 (1)

Φ(b2) = 2b1 − 4b2 + 2b3 (2)

Φ(b3) = 2b2 (3)

Die Abbildungsmatrix bez̈uglich der BasisB konstruieren wir einfach indem wir dieKoordinaten-
vektorenvon denBildern der BasisvektorenalsSpaltenin die MatrixAΦ schreiben:

AΦ =

2 2 0
3 −4 2
0 2 0


Machen wir die Probe: Wir multiplizieren den Koordinatenvektor des ersten Basisvektors an die
Matrix. Also:

f(

1
0
0

) =

2 2 0
3 −4 2
0 2 0

 ·

1
0
0

 =

2
3
0
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Siehe da, wie man in der Gleichung (1) sieht, ist unser Ergebnis der Koordinatenvektor vonΦ(b1)!

Neues Beispiel: Eine AbbildungΨ sei bez̈uglich ihrer absoluten Bildvektoren auf einer bestimmten
Basis gegeben. Sagen wir

C := (

1
0
1

 ,

0
1
1

 ,

 1
1
−1

)

Basis verm̈oge. Dazu definieren wirΨ wie folgt:

Ψ(

1
0
1

) =

 3
6
−3

 (4)

Ψ(

0
1
1

) =

6
0
3

 (5)

Ψ(

 1
0
−1

) =

0
2
5

 (6)

Wie sieht die Abbildungsmatrix aus?

Nun, wenn man ein bisschenüberlegt kann diese Darstellung der AbbildungΨ in ihre Koordina-
tendarstellung̈uberf̈uhrt werden. Die L̈osung der inhomogenen LGSe

α1 ·

1
0
1

 + α2 ·

0
1
1

 + α3 ·

 1
1
−1

 =

 3
6
−3


α1 ·

1
0
1

 + α2 ·

0
1
1

 + α3 ·

 1
1
−1

 =

6
0
3


α1 ·

1
0
1

 + α2 ·

0
1
1

 + α3 ·

 1
1
−1

 =

0
2
5


würde die Koordinatenvektoren der jeweiligen Bildvektoren vonΨ liefern3 und so zu der Koordi-
natendarstellung

Ψ(c1) = −1 · c1 + 2 · c2 + 4 · c3 (7)

Ψ(c2) = 5 · c1 − 1 · c2 + 1 · c3 (8)

Ψ(c3) = 1 · c1 + 3 · c2 − 1 · c3 (9)

3Leider etwas aufẅandig, daher ist die in Klausuren meist gleich die Koordinatendarstellung gegeben
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führen. Daraus kann man nach dem vorherigen Verfahren die Abbildungsmatrix ablesen und es
wäre

AΨ =

−1 5 1
4 −1 3
2 1 −1


Multiplizieren wir wieder den Koordinatenvektor̂x des ersten Basisvektorsc1 an die Matrix, so
ergibt das

AΨx̂ =

−1 5 1
2 −1 3
4 1 −1

 ·

1
0
0

 =

−1
2
4


Das Ergebnis ist der Koordinatenvektor vonΨ(c1). Rechnen wir den absoluten Vektor aus, so ist
das

Ψ(c1) = Ψ(

1
0
1

) = −1 ·

1
0
1

 + 2 ·

0
1
1

 + 4 ·

 1
1
−1

 =

 3
6
−3


Wie man sieht stimmt das mit der Definition (4) hochgradig̈uberein.

Jetzt bleibt noch eine Frage offen. Angenommen wir haben eine Abbildung∆ durch ihre Abbil-
dungsvorschrift gegeben. Beispielsweise:

∆ : R3 → R3a1

a2

a3

 7→

 2a1 + 2a2

3a1 − 4a2 + 2a3

2a2


Wie sieht die Abbildungsmatrix bezüglich einer BasisD = (d1, d2, d3) aus? Ganz einfach. Wir
setzen einfach mal die Koordinatenvektoren der Basisvektoren vonD ein, und erhalten dadurch
die Koordinatenvektoren der Bildvektoren von∆(di):

∆(

1
0
0

) =

 2 · 1 + 2 · 0
3 · 1− 4 · 0 + 2 · 0

2 · 0

 =

2
3
0

 (10)

∆(

0
1
0

) =

2
4
2

 (11)

∆(

0
0
1

) =

0
2
0

 (12)
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Das f̈uhrt uns zu der altbekannten Koordinatendarstellung:

∆(d1) = 2 · d1 + 3 · d2 (13)

∆(d2) = 2 · d1 + 4 · d2 + 2 · d3 (14)

∆(d3) = 2 · d2 (15)

Damit lässt sich die Abbildungsmatrix wieder leicht ablesen und sie ist bezüglich der BasisD:

A∆ =

2 2 0
3 4 2
0 2 0


Es ist also ein leichtes aus einer der Darstellungen einer linearen Abbildung ihre Abbildungsmatrix
herzuleiten. Am einfachsten ist es, wenn man es stetsüber die Koordinatendarstellung der Abbil-
dung macht, denn von ihr lässt sich die Abbildungsmatrix sehr leicht ablesen.

Selbstversẗandlich gehen alle Wege auch rückwärts. So l̈asst sich aus der Abbildungsmatrix und
ihrer zugeḧorigen Basis die Abbildung in einer ihrer Darstellungsvarianten schnell aufstellen.

3 Basiswechsel

In Kapitel (2.2) haben wir gesehen dass es zu einer AbbildungΦ viele verschiedene Abbildungs-
matritzenAΦ gibt, wobei jede zu einer bestimmten Basis inV geḧort. DieÜberführung der Abbil-
dungsmatrix eines EndomorphismusΦ bez̈uglich einer BasisB in die Abbildungsmatrix bez̈uglich
einer BasisB̃ nennt man nunBasiswechsel. Wie funktioniert das?

VermögeB := (b1, . . . , bn) und B̃ := (b̃1, . . . , b̃n) zwei verschiedene Basen vonV . Weiterhin
soll AΦ = ((aij)) die Abbildungsmatrix vonΦ bez̈uglich der BasisB und ÃΦ = ((ãij)) die
Abbildungsmatrix vonΦ bez̈uglich B̃ sein.

Nun kann man ja dieKoordinatenvektoren̂̃bi von b̃i bez̈uglich der BasisB angeben. Anders aus-
gedr̈uckt:

b̃i =
n∑

k=1

sikbk (16)

Wir fassen die Koordinatensik mal in einer MatrixS = ((sij)) zusammen. Da sie von Basis-
vektoren stammen sind sie (Spaltenweise) in der Matrix linear unabhängig. Das bedeutet, dass
Rang(S) = n oder auchS regul̈ar.

Wie aus Kapitel (2.2) bekannt stehen in der Abbildungsmatrix immer Spaltenweise die Koordina-
tenvektoren der Bildvektoren auf den Basisvektoren. In unserem Fall haben wir als BasisB̃, und
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können daher schreiben:

Φ(b̃k) =
n∑

i=1

ãik b̃i

Hier kann man jetzt (16) für b̃k einsetzen und erhält damit:

Φ(b̃j) =
n∑

k=1

ãkj b̃k (17)

=
n∑

k=1

ãkj

( n∑
i=1

sikbi

)
(18)

=
n∑

i=1

( n∑
k=1

sikãkj

)
bi (19)

Soweit so gut. Nun k̈onnen wirΦ(b̃j) aber auch noch anders ausdrücken. Schreiben wir

Φ(b̃j) =
n∑

k=1

skjΦ(vk) (20)

=
n∑

k=1

skj

( n∑
i=1

aikbi

)
(21)

=
n∑

i=1

( n∑
k=1

aikskj

)
bi (22)

so erhalten wir eine Darstellung vonΦ(b̃j) die zun̈achst die Basisvektoren inB von Φ abbilden
lassen und dann die Basis durch diesij wechseln.

Damit können wir die Gleichungen (19) und (22) identifizieren und erhalten

n∑
k=1

sikãkj =
n∑

k=1

aijskj

⇔ SÃΦ = AΦS

⇔ ÃΦ = S−1AΦS

Was wird hier gemacht? Man muss sich das so vorstellen: Die MatrixS ist quasi die Abbildungs-
matrix der Identiẗat bez̈uglich der BasenB nachB̃4. Die S−1 ist entsprechend die Abbildungs-
matrix der Identiẗat von B̃ nachB. Es wird also ein Koordinatenvektor bezüglich der BasisB̃

4Nimmt man es ganz genau, so ist jede Abbildungsmatrix einer linearen Abbildung die identische Abbildung von
einer Basis in eine Andere. Nämlich in genau die Basis die durch die Bilder der (Urbild–)Basisvektoren gegeben wird.
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zun̈achst in einen Koordinatenvektor bezüglich der BasisB transformiert. Danach wird dieser
Vektor durchAΦ abgebildet. Dieser Koordinatenvektor wird nun durchS−1 wieder in die Basis
B̃ zurücktransformiert.

Genug der Theorie; Zeit für ein Beispiel:

Nehmen wir unsere schon bekannte AbbildungΦ her. Definieren wir uns diese mal bezüglich der
StandardbasisB:

Φ(e1) = 2e1 + 3e2 (23)

Φ(e2) = 2e1 − 4e2 + 2e3 (24)

Φ(e3) = 2e2 (25)

Dann ist die AbbildungsmatrixAΦ bez̈uglich der Standardbasis

AΦ =

2 2 0
3 −4 2
0 2 0


Jetzt m̈ochten wir diese aber in eine andere Basis transformieren, nämlich

C := (

1
0
1

 ,

0
1
1

 ,

 1
1
−1

)

Wie gehen wir vor umS zu konstruieren. Laut (16) brauchen wir die Koordinatenvektoren der Vek-
torenci bez̈uglich der (in unserem Fall) Standardbasis; Und zwar Spaltenweise. Das ist natürlich
bei uns sehr schnell hingeschrieben:

S :=

1 0 1
0 1 1
1 1 −1


Invertieren vonS ergibt:

S−1 :=
1
3

 2 −1 1
−1 2 1
1 1 −1


Somit ist alsoÃΦ gegeben durch:

ÃΦ = S−1AS =
1
3

−1 8 13
8 −4 −8
7 −2 −1
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Machen wir mal die Probe. Wir wollen den (absoluten) Vektorx :=
(

1
1
1

)
mit Hilfe beider Abbil-

dungsmatritzen abbilden. Bezüglich der Standardbasis hat der Vektor die Koordinaten

x̂B =

1
1
1


Damit folgt

ŷB = Ax̂B =

2 2 0
3 −4 2
0 2 0

 ·

1
1
1

 =

4
1
2


Da wir A bez̈uglich der Standardbasis definiert haben, ist das Ergebnis geradey = ŷB =

(
4
1
2

)
5.

Nun rechnen wir das mal noch in der anderen Basis nach. Der Koordinatenvektorx̂C von x ist
gegeben durch die L̈osung des LGS:

(
c1 · · · cn

)
· x̂C = x ⇐ x̂C =

1
3

2
2
1


Multiplizieren wir diesen mitÃΦ so ergibt das:

ŷ′C = ÃΦ · x̂C =
1
9

−1 8 13
8 −4 −8
7 −2 −1

 ·

2
2
1

 =

3
0
1


Jetzt wird es spannend, rechnen wir nämlich den absoluten Vektor zûy′C aus, so ist das

y′ = 3 · c1 + 0 · c2 + 1 · c3

= 3 ·

1
0
1

 + 1 ·

 1
1
−1


=

4
1
2


Und man sehe und staune:y′ = y – wie wir es erwartet haben!

5Wer der Abbildungsmatrix hier nicht
”
vertraut“ kann ja mal zu Fuß nachrechnen, denn es ist jaΦ(x) = 1 ·Φ(e1) +

1 · Φ(e2) + 1 · Φ(e3) und die Ergebnisse der einzelnen Abbildungen kann mandirekt der Definition entnehmen!
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Die Rücktransformation ist denkbar einfach. DaS regul̈ar ist gilt n̈amlich:

Ã = S−1AS

⇔ SÃ = SS−1AS

⇔ SÃS−1 = SS−1ASS−1

⇔ SÃS−1 = A

Das obige Beispiel hat gezeigt wie man einen Basiswechsel von der Standardbasis in eine ande-
re Basis durchf̈uhrt. Ebenso ist es natürlich möglich einen Basiswechsel zwischen zwei beliebi-
gen BasenΥ undΞ durchzuf̈uhren. Man muss nur die Koordinatenvektoren der Basisvektorenξi

bez̈uglich der Basisυi ausrechnen (→ LGSe) und diese dann als Spalten inS schreiben. Alter-
nativ kann man auch einen Umwegüber die Standardbasis machen und zwei Transformationen
hintereinander ausführen.´

Beispiel: Wollen wir direkt vonΥ zu Ξ und sindR die Transformationsmatrix vonB nachΥ und
T die Transformationsmatrix vonB nachΞ, so gilt

A(B) = RA(Υ)R−1 und A(Ξ) = T−1A(B)T

Damit fŏlgt:

A(Ξ) = T−1R︸ ︷︷ ︸
=:S−1

A(Υ)R−1T

= S−1A(Υ)(T−1R)−1

= S−1A(Υ)S
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