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Zusammenfassung

Teil der Vorlesung Lineare Algebra und Analytische Geometrie" an der Univéts{arls-
ruhe (TH) ist die Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen. Diese setzen eiveings
des BegriffsKoordinatenvektorvoraus. Da dieses Thema extremst grundlegend und wichtig
ist, und es meist nicht richtig verstanden wird, habe ich dieses kleine Paper geschrieben, um
vielleicht ein wenig @ir Aufklarung zu sorgen. Folgende Themen werden behandelt:

» Basis

+ Koordinatenvektor

* Endomorphismen ifR"™

* Darstellung von Endomorphismen durch Matrizen
» Basiswechsel

Das Dokument erhebt keinen Anspruch auf Vé@igligkeit in irgend einer Weise. Die Beispie-
le sind meistens nur im AnschauungsraBimum sie ndglichst einfach zu halten, so dass man
nicht unrodtig verwirrt wird. Da es in Klausuren allerdings meist weitaus komplexere Vek-
torraume gibt, sollte man aglichst die Zusammerdmge verstehen, dann klappt esmiich
auch bei beliebigen Vektarumen.

1 Koordinatenvektoren

1.1 Einleitung

Wir legen hier stets-dimensionaldR-VektorraumeVl zugrunde, zum Beispidk™ mit n < oo.
Naturlich funktioniert alles auch in einem beliebigen Vektorraillner einem beliebigendperk.



1.2 Basis

Jeder Vektorraum hat eine Basis. Das heil3t es gibt eine maximal linearantagph Menge von

Basisvektoren au®, so dass sich jeder Vektor absalsLinearkombinatiordieser Basisvektoren
schreibendsst. Nehmen wiR™ wobei B = {b,...b,} Basis verndge, dann kann man einen
beliebigen Vektor: € V ausdiicken als

n
xr = E Oéibi
=1

fur geeignetey; € R. Diese Darstellung ist zudem eindeutig, das hei3tcdisind fur jedesx
eindeutig bestimmt.

Als spezielle Basis sei die sogenan8tandardbasi®l := {ey, ..., e, } angefihrt. Dabei gilt
€ij = 0ij

Im R? sahe diese also zum Beispiel so aus:

1 0 0
83:{ 0 ’ 1 ’ 0 }
0 0 1

Dies sollte jedoch klar sein.

1.3 Der Koordinatenvektor

Betrachten wir also nun einen Vektorraum zusammen mit einer Basis

Wir haben gesehen dass sich jeder Vektor als Linearkombination 8asisvektoren darstellen
lasst. Notiert man sich nun die Koeffizientenals Vektor und definiert

aq

>
ol
I

n
— r = E Ctibi
=0

A

dann heil3t: g Koordinatenvektowon x beZiglich der Basis3.

Man muss sich klar machen dagg kein Vektor im eigentlichen Sinne ist, sondern nur einen
»Punkt im Raum®“ anhand der Basi$ beschreibt. Ohne der Angabe der zu@yéhen Basisdsst

A~

sich keine Aussage machen wo gBunkt’ z  tatsachlich im Raum ist!

Nun ist interessant zu wissen, und das muss man sich auch klar machen, dadistoeer Stan-
dardbasid3 der Vektorz und der Koordinatenvektarz von x identisch sind.



Kleines Beispiel dazu: Wir sind wieder IR® und betrachten den Vektar:= i . Dieser &sst
sich als Linearkombination der Standardbasisvektoren offenbar wie folgt darstellen:

2 1 0 0
x:S:\%_/.OjL\?;_/-l\—fS/-O
-5 a1 0 oo 0/ as 1
Betrachte nun den Koordinatenvektor
(05) 2
.fB: a9 = 3
a3 -5

Nimmt man jedoch eine beliebige Basis, zum Beispiet {(é) , ((1)) , (?)} und den gleichen

Vektor z wie oben, so hat z eine ganz andere Darstellung, denn

2 1 1 0
T = 3 =5-11]-3-10]—-21(1
) 0 1 1
Somit ist der Koordinatenvektor offensichtlich
5
Ip=| -3
—2

Hier gilt jetztzp # x!

Ubrigens: Den Koordinatenvektdreines Vektors: zu einer beliebigen BasiB 1asst sich finden
in dem man das inhomogene LGS

(b1 bn) =z
|Ost.

Also nochmal kurzgefasst: Jeder Vekiolasst sich als Linearkombination der Basisvektoren einer
bestimmten Basis beschreiben. Der Koordinatenvekteetzt sich aus den Koeffizienten dieser
Linearkombination zusammen, und man sggiordinatenvektor: beziglich der Basiss*.

2 Endomorphismen

2.1 Definitionsarten

Betrachten wir nun einen Endomorphismiis: V' — V1. Wir wissen aus der Vorlesung, dass
eine lineare Abbildung (also audh eindeutig durch die Bilder der Basisvektoren eibeliebigen

IMan kann das Spiel auch mit I.i.nearen Abbildungen zwischen zwei verschiedenen &ehterr treiben. Experi-
mente seien dem geneigten Leser@bungiiberlassen.



Basis inV definiert wird.
Beispiel: SeiR? mit Standardbasi8 und® : R3 — R3 zum Beispiel durch

1 2
Ole;)=P(|10])=13

0 0

0 2
Dlea) =P(|1])=| -4

0 2

0 0
Dlez) =P(|10])=12

1 0

vermoge.

Damit ist® eindeutig definiert.

Eine andere MNglichkeit wie man® definieren kann, ist durch die Angabe der Abbildungsvor-
schrift. Dabei gibt man an, was mit den einzelnen Komponenten eines abstrakten Vektors passiert.
Zum Beispiel:

[ R3 — R3
a1 2a1 + 2a9
as — 3a1 — 4as + 2as
as 2a2

Diese Definition ist ebenso eindettig

Eine dritte Moglichkeit ist nun noch die fertigste von allen. Man definiert sichicht direkt durch

die Bilder der Basisvektoren, sondern durch Angabe der Linearkombinationen wie diese Bilder
zustande kommen. Velige Standardbasis, danarite so eine Definition zum Beispiel wie folgt
aussehen:

@(61) = 2e1 + 3eq
@(62) = 261 — 462 + 263
(I)(eg) = 262

Auch diese Definition ist eindeutig. Mehr zu den ersten beiden DefinitiordgersgKonzentrieren
wir uns erstmal auf die Letzte.

°Es lassen sich mit dieser Methode auch nicht-lineare Funktionen definieren, zum B¥ispi®® — R? mit

()= (5):



2.2 Die Abbildungsmatrix

Nun hat man sicherlich schon gty dass sich eine lineare Abbildung auch durch dibbkildungs-
matrix definieren &sst. Da wir in AbschnitR.1 nur Endomorphisme® : R” — R™ betrachtet
haben, werden unsere Abbildungsmatritzen alle die EérenR"™*"™ haben.

Man muss jedoch wissen, dass es zu einem Endomorphi$mmisht nur eine Abbildungsma-
trix Ag gibt, sondern mehrere — ja sogar unendlich viele. Das liegt daran,Alagsweils fur
eine spezielle Basgefiniert wird.

Hat man jetzt die Abbildungsmatridg eines Endomorphismud beziglich einer BasisB und
betrachtet die (Hilfs—)Abbildung:

fo: R — R3
Tp +— Aeln

so bildet diesé&oordinatenvektoremeziglich der BasisB auf Koordinatenvektoren der Basi®
gemald der Abbildungsvorschrift vol ab! Also gilt

f(ZB) = Asip

Das ist nichts weiter als eine Matrix—Vektor—Multiplikation.

2.3 Abbildung ~~ Abbildungsmatrix?

Wie sieht denn nun die Abbildungsmatrix eines Endomorphisinksenkret aus?

Betrachten wir dazu nochmal unser Beispiel von oben — aber diesmal mit einer allgemeinen Basis
B = (bl, b2, bg):

®(by) = 2by + 3by 1)
®(by) = 2by — 4by + 2b3 2
®(b3) = 2by 3)

Die Abbildungsmatrix beizglich der Basig3 konstruieren wir einfach indem wir dik€oordinaten-
vektorervon denBildern der Basisvektoreals Spaltenin die Matrix A¢ schreiben:

2 2 0
Ap =13 —4 2
0 2 0

Machen wir die Probe: Wir multiplizieren den Koordinatenvektor des ersten Basisvektors an die
Matrix. Also:

1 2 2 0\ /1 2
f(loh=13 -4 2|-{o]=|3
0 o 2 0o/ \o 0



Siehe da, wie man in der Gleichund &ieht, ist unser Ergebnis der Koordinatenvektor &g )!

Neues Beispiel: Eine Abbildung sei beziglich ihrer absoluten Bildvektoren auf einer bestimmten
Basis gegeben. Sagen wir

1\ /0 1
c=ol], (1], {1 ]
1 1 ~1

Basis verndge. Dazu definieren wig wie folgt:

1 3

v(lo])=16 )
1 -3
0 6

T({1])=10 (5)
1 3
1 0

v o |)=|2 (6)
~1 5

Wie sieht die Abbildungsmatrix aus?

Nun, wenn man ein bisschénberlegt kann diese Darstellung der Abbilduiagn ihre Koordina-
tendarstellungiberiihrt werden. Die bsung der inhomogenen LGSe

1 0 1 3
a1 |0 +az- 1] +a3-| 1 =16
1 1 -1 -3
1 0 1 6
a1 |0 +a- 1] +a3-| 1 =10
1 1 -1 3
1 0 1 0
a1 |0 +a- 1] +az-| 1 =12
1 1 -1 5

wiirde die Koordinatenvektoren der jeweiligen Bildvektoren vohefern® und so zu der Koordi-
natendarstellung

\I/(Cl):—l'cl+2-02+4'03 (7)
\11(62)25-01—1'624—1-03 (8)
W(Cg):1'61+3'62—1'63 (9)

3Leider etwas auf@ndig, daher ist die in Klausuren meist gleich die Koordinatendarstellung gegeben



fuhren. Daraus kann man nach dem vorherigen Verfahren die Abbildungsmatrix ablesen und es
ware

Multiplizieren wir wieder den Koordinatenvektdr des ersten Basisvektors an die Matrix, so
ergibt das

-1 5 1 1 -1
Agz=12 -1 3 |-[0]=1] 2
4 1 -1 0 4

Das Ergebnis ist der Koordinatenvektor vinic; ). Rechnen wir den absoluten Vektor aus, so ist
das

1 1 0 1 3
Ule))=0([0])==1- 0] +2-[1|+4-[{ 1 |=]{6
1 1 1 ~1 -3

Wie man sieht stimmt das mit der Definitiof)) hochgradigiberein.

Jetzt bleibt noch eine Frage offen. Angenommen wir haben eine Abbildudgrch ihre Abbil-
dungsvorschrift gegeben. Beispielsweise:

A: R = R3

ap 2a1 + 2az
as — 3a1 — 4as + 2as3
as 2a2

Wie sieht die Abbildungsmatrix béglich einer BasisD = (d;,ds, d3) aus? Ganz einfach. Wir
setzen einfach mal die Koordinatenvektoren der Basisvektorenveim, und erhalten dadurch
die Koordinatenvektoren der Bildvektoren vexid;):

1 2:1+2-0 2

A(fol)=13-1-4-0+2-0| =3 (10)
0 2.0 0
0 2

A(f1])=14 (11)
0 2
0 0

A(lo]) =12 (12)
1 0




Das fihrt uns zu der altbekannten Koordinatendarstellung:

A(dy) =2-di+3-ds (13)
A(de) =2-di+4-do+2-ds (14)
A(d3) =2 - dy (15)

Damit lasst sich die Abbildungsmatrix wieder leicht ablesen und sie istddieh der Basid:

Ap =

O W N

20
4 2
2 0
Esist also ein leichtes aus einer der Darstellungen einer linearen Abbildung ihre Abbildungsmatrix

herzuleiten. Am einfachsten ist es, wenn man es §ite¢s die Koordinatendarstellung der Abbil-
dung macht, denn von ihasst sich die Abbildungsmatrix sehr leicht ablesen.

Selbstversindlich gehen alle Wege auctaickwarts. So &sst sich aus der Abbildungsmatrix und
ihrer zugekirigen Basis die Abbildung in einer ihrer Darstellungsvarianten schnell aufstellen.

3 Basiswechsel

In Kapitel (2.2) haben wir gesehen dass es zu einer Abbildéingele verschiedene Abbildungs-
matritzenAg gibt, wobei jede zu einer bestimmten Basid/imelbrt. Die Uberfihrung der Abbil-
dungsmatrix eines Endomorphismbideziglich einer Basis3 in die Abbildungsmatrix bemglich
einer BasisB nennt man nuBasiswechseWie funktioniert das?

Vermoge B := (b1,...,b,) und B := (by,...,b,) zwei verschiedene Basen voh Weiterhin
soll Ap = ((a;;)) die Abbildungsmatrix vond bediglich der BasisB und Ae = ((a;;)) die
Abbildungsmatrix vorb beziglich B sein.

Nun kann man ja did!(oordinatenvektorergi von b; beziglich der BasisB angeben. Anders aus-
gediickt:

b = Z Sy, (16)
k=1

Wir fassen die Koordinates;;, mal in einer MatrixS = ((s;;)) zusammen. Da sie von Basis-
vektoren stammen sind sie (Spaltenweise) in der Matrix linear wmagy. Das bedeutet, dass
Rang(S) = n oder auchS regukr.

Wie aus Kapitel 2.2) bekannt stehen in der Abbildungsmatrix immer Spaltenweise die Koordina-
tenvektoren der Bildvektoren auf den Basisvektoren. In unserem Fall haben wir als/Basid



konnen daher schreiben:
O(bg) = aibi
=1

Hier kann man jetztX6) fir by, einsetzen und et damit:

O(by) = ajbr (17)
k=1
= Z Qkj ( Z Sikbi) (18)
k=1 i=1
i=1 k=1

Soweit so gut. Nun&nnen wir@(Ej) aber auch noch anders auscken. Schreiben wir
O(b;) =D sk ®(ve) (20)
k=1
= Z%j(Z%k@) (21)
k=1 =1
1

i=1 k=

so erhalten wir eine Darstellung v@‘(@-) die zurachst die Basisvektoren i von ¢ abbilden
lassen und dann die Basis durch sigwechseln.

Damit kdbnnen wir die Gleichungeri@) und @2) identifizieren und erhalten

Z SikQkj = Z QijSkj
k=1 k=1
& SAg = AgS
& /Lp = SilA«;»S
Was wird hier gemacht? Man muss sich das so vorstellen: Die Méitisk quasi die Abbildungs-

matrix der |dentiét beziglich der BaserB nachB*. Die S~! ist entsprechend die Abbildungs-
matrix der ldenti&t von B nach B. Es wird also ein Koordinatenvektor heglich der BasisB

“Nimmt man es ganz genau, so ist jede Abbildungsmatrix einer linearen Abbildung die identische Abbildung von
einer Basis in eine Andere.axhlich in genau die Basis die durch die Bilder der (Urbild—)Basisvektoren gegeben wird.



zumachst in einen Koordinatenvektor liggich der BasisB transformiert. Danach wird dieser
\{ektor durchAg abgebildet. Dieser Koordinatenvektor wird nun durgh! wieder in die Basis
B zuriicktransformiert.

Genug der Theorie; Zeitif ein Beispiel:

Nehmen wir unsere schon bekannte Abbilddnber. Definieren wir uns diese mal liggich der
Standardbasis:

@(61) = 2e71 + 3en (23)
D(eg) = 261 — deg + 2e3 (24)
D(e3) = 2ey (25)

Dann ist die AbbildungsmatriXdg beziglich der Standardbasis

2 2 0
Ap =13 —4 2
0 2 0

Jetzt ndchten wir diese aber in eine andere Basis transformieéanlich

1 0 1
c=ol], (1], 1]
1 1 -1

Wie gehen wir vor unt zu konstruieren. Lautl) brauchen wir die Koordinatenvektoren der Vek-
torenc; beziglich der (in unserem Fall) Standardbasis; Und zwar Spaltenweise. Daslidichat
bei uns sehr schnell hingeschrieben:

1 0 1
S=(01 1
11 -1

Invertieren vonS ergibt:

Somit ist alsad4 gegeben durch:

i L[l 8 13
A¢,:S_1AS:§ 8 —4 -8

7T =2 -1

10



Machen wir mal die Probe. Wir wollen den (absoluten) Vekiar= i mit Hilfe beider Abbil-
dungsmatritzen abbilden. Bigglich der Standardbasis hat der Vektor die Koordinaten

1
=1
1
Damit folgt
2 2 0 1 4
gp=Aig=1|3 —4 2 11 =11
0 2 0 1 2

Da wir A beZiglich der Standardbasis definiert haben, ist das Ergebnis geradi; = (%1)5

Nun rechnen wir das mal noch in der anderen Basis nach. Der Koordinatenggktam x ist
gegeben durch diedsung des LGS:

2
A . 1
(61 cn) To==x = To=—-12
3
1
Multiplizieren wir diesen mitde so ergibt das:
3 1 -1 8 13 2 3
Q’C:A@:EC:g 8 —4 -8|-(2]=1]0
7T -2 -1 1 1

Jetzt wird es spannend, rechnen wanmlich den absoluten Vektor z)g; aus, so ist das

Y =3-c1+0-co+1-c3

1 1
=3-10]+1-| 1
1 -1
4
=11
2

Und man sehe und staung:= y — wie wir es erwartet haben!

SWer der Abbildungsmatrix hier nichertraut' kann ja mal zu FuR nachrechnen, denn es iBtjg = 1- ®(e1) +
1-®(e2) + 1 - ®(e3) und die Ergebnisse der einzelnen Abbildungen kann di@kt der Definition entnehmen!

11



Die Rucktransformation ist denkbar einfach. Baeguhbr ist gilt ramlich:

A=57148
& SA=557148
& SASTL=5571A857!
& SAST1=A4

Das obige Beispiel hat gezeigt wie man einen Basiswechsel von der Standardbasis in eine ande-
re Basis durchihrt. Ebenso ist es nadich moglich einen Basiswechsel zwischen zwei beliebi-

gen Basenl und = durchzutihren. Man muss nur die Koordinatenvektoren der Basisvekigren
beziglich der Basis; ausrechnen-¢ LGSe) und diese dann als Spaltendrschreiben. Alter-

nativ kann man auch einen Umwégder die Standardbasis machen und zwei Transformationen
hintereinander aughren.”

Beispiel: Wollen wir direkt voriY' zu = und sindR die Transformationsmatrix vo8 nachY und
T die Transformationsmatrix vo8 nach=, so gilt

AB = RAMRY  und A® =71ABT
Damit faigt:

AG =7 1R AN R-1T
S——

12
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